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❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✶✸
❆ Pr♦♣r✐étés ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✶✶✺
❇ ❇❛♥q✉❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ✉t✐❧✐sé❡ ✶✶✼
❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✶✷✶
❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s
✶✳✶ ▲❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞✬♦r♥❡♠❡♥t ✿ ✭❛✮ ❈❛❞r❡ ❞✬✉♥❡ ♣♦rt❡ ❡♥ ♣✐❡rr❡ ❛✈❡❝ ♠♦✲
t✐❢s ❣✉✐❧❧♦❝❤és à ❙❛♥ ❙❛❧✈❛t♦r❡ ✐♥ ▲❛✉r♦✱ ❘♦♠❡ ✭■t❛❧✐❡✮ ❬❍❛rr✐s ✷✵✵✺❪
✲ ✭❜✮ ❈❛❞r❛♥ ❣✉✐❧❧♦❝❤é ❞❡ ♠♦♥tr❡ ❇ré❣✉❡t✱ ❝réé ❡♥ ✶✼✽✻ ❬❇r❡ ✷✵✶✷❪
✲ ✭❝✮ ❖❡✉❢ ▼❛❞♦♥♥❛ ▲✐❧② ❝réé ❡♥ ✶✽✽✵ ♣❛r P❡t❡r ❈❛r❧ ❋❛❜❡r❣é ✭✐♥❝✐✲
s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❡♥ ♦r ♦✉ ❡♥ ❛r❣❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ r❡❝♦✉✈r❡ ❡♥s✉✐t❡ ❞✬✉♥❡
❝♦✉❝❤❡ ❞✬é♠❛✐❧ tr❛♥s♣❛r❡♥t✱ ❛✜♥ ❞❡ ❧❛✐ss❡r ✈✐s✐❜❧❡ ❧❡ ♠♦t✐❢ ❣✉✐❧❧♦❝❤é✮✳ ✺
✶✳✷ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡ à ❣✉✐❧❧♦❝❤❡r ❬❙❛✜❛♥ ✷✵✵✸❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻
✶✳✸ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❜✐❧❧❡t ❞❛t❛♥t ❞❡ ✶✽✽✷ ré❛❧✐sé ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ à ❣✉✐❧❧♦❝❤❡r
❝réé❡ ♣❛r ❈②r✉s ❉✉r❛♥❞ ❬❙❛✜❛♥ ✷✵✵✸❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻
✶✳✹ ▲❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ✿ ✭❛✮ ❚✐♠❜r❡ ♣♦st❡ ❡t ♠❛r❣❡s ❛✈❡❝ ❣✉✐❧❧♦❝❤✐s
♦✉ ✓ ❜✉r❡❧❛❣❡ ✔ ❞❡st✐♥é à ❡♠♣ê❝❤❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♠❛r❣❡s ♣♦✉r ❧❛
❝♦♥❢❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❢❛✉①✳ ❈❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤✐s s❡r✈❡♥t ❛✉ss✐ à ❧✐♠✐t❡r ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞✉
r♦✉❧❡❛✉ ❡♥❝r❡✉r s✉r ❧❡ ❝②❧✐♥❞r❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❛❜î♠❡r ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ r❛♥❣é❡ ❞❡ t✐♠❜r❡s ✐♠♣r✐♠é❡ ✲ ✭❜✮ ❈❛rt❡ ♥❛t✐♦♥❛❧❡ ❞✬✐❞❡♥t✐té
❢r❛♥ç❛✐s❡ ✿ ❧❛ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡ à ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❡st ❣✉✐❧❧♦❝❤é❡ ❛✈❡❝ ❞❡s
❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ❝②❛♥✱ ❝❡ q✉✐ ❢❛❝✐❧✐t❡ ❧❡✉r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭✈✐s✉❡❧❧❡✮✳ ✼
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✶✳✼ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ r♦s❡tt❡ ❞❡ t②♣❡ r♦s❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾
✶✳✽ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ r♦s❡tt❡ ❞❡ t②♣❡ ❧✐♠❛ç♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾
✶✳✾ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ r♦s❡tt❡ ❞❡ t②♣❡ ❧❡♠♥✐s❝❛t❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵
✶✳✶✵ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ r♦s❡tt❡ ❞❡ t②♣❡ s♣✐r❛❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵
✶✳✶✶ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ r♦s❡tt❡ ❞❡ t②♣❡ ❝♦♥❝❤♦ï❞❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵
✶✳✶✷ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ r♦s❡tt❡ ❞❡ t②♣❡ s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥✐q✉❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶
✶✳✶✸ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ r♦s❡tt❡ ❞❡ t②♣❡ s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥✐q✉❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶
✶✳✶✹ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦✉r❜❡ ❢❡r♠é❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡ ♠♦t✐❢ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶
✶✳✶✺ ✓ ❘♦s❛❝❡ ✔ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r n = 6 r♦t❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦t✐❢ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞✬❛♥❣❧❡
pi
6
✳ ✶✷
✶✳✶✻ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ t❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✴é❝❛rt ❡♥tr❡ ❞❡✉①
♠♦t✐❢s ❞❡ ❧❛ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ✓ r♦s❛❝❡ ✔ ✐♥s❝r✐t❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❡r❝❧❡ ❞❡
✹✷✱✺ ♠♠ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞✬❛♣rès ❑✐✉❝❤✐ ❡t ▼❛ts✉♠♦t♦ ❬❑✐✉❝❤✐ ✷✵✵✻❪✳ ✳ ✳ ✶✷
✶✳✶✼ ❊①❡♠♣❧❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ à ❝♦❞❡r ♣♦✉r p = 6
❝♦❞❛♥t ✓ ✯✷✻✹★ ✔ ❡♥ ✭❛✮ ❡t ✓ ✯✽✸✶★ ✔ ❡♥ ✭❜✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷
✶✳✶✽ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❣é♥éré❡ ♣♦✉r p = 6 ❡t n = 6✱ ❝♦♠✲
♣♦rt❛♥t ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸
✶✳✶✾ Pr♦❝é❞é ❞❡ ❧❡❝t✉r❡ ❞❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸
✶✳✷✵ ❙♣❡❝tr❡s ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝♦♥t❡✲
♥❛♥t ❝❤❛❝✉♥❡ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹
✈✐ ❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s
✶✳✷✶ ●✉✐❧❧♦❝❤❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝♦✉❧❡✉r ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡ ❝②❛♥ ❡t ❞✬✉♥❡
❣✉✐❧❧♦❝❤❡ ♠❛❣❡♥t❛✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹
✶✳✷✷ ●✉✐❧❧♦❝❤❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ✜❧tr❡ r♦✉❣❡ ✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ❛✈❡❝ ❧❡ ✜❧tr❡ ✈❡rt
✭à ❞r♦✐t❡✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹
✶✳✷✸ ❉❡✉① ❢♦r♠❡s ❞❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈✐❞❡ ♣♦✉✈❛♥t ❛❝❝✉❡✐❧❧✐r ❞❡
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺
✶✳✷✹ ❉❡✉① ❢♦r♠❡s ❞❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✓ ✯✷✹✻★ ✔ ❛
été ✐♥séré❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺
✶✳✷✺ ❉❡✉① ❢♦r♠❡s ❞❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✓ ✯✽✸✶★ ✔ ❛
été ✐♥séré❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺
✶✳✷✻ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠♦t✐❢ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❞♦♥t ❧❛ ré♣ét✐t✐♦♥ ❝♦♥st✐t✉❡r❛ ❧❡ ❢♦♥❞
❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻
✶✳✷✼ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ré♣ét✐t✐♦♥ ❞✉ ♠♦t✐❢ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ n = 8 ❢♦✐s ❡♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧
❡t m = 5 ❢♦✐s ❡♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❡ ❢♦♥❞ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻
✶✳✷✽ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❢♦♥❞ ♦❜t❡♥✉ s✉r ✉♥ ❞♦❝✉♠❡♥t ✜❞✉❝✐❛✐r❡ ❞❡ t②♣❡ ❝❤èq✉❡
❜❛♥❝❛✐r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻
✶✳✷✾ ❉é❝♦✉♣❛❣❡ ❞✉ ♠♦t✐❢ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡♥ ❞❡✉① ③♦♥❡s ✿ ✉♥❡ ③♦♥❡ ✐♥tér✐❡✉r❡
❡t ✉♥❡ ③♦♥❡ ❡①tér✐❡✉r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼
✶✳✸✵ ▼♦t✐❢ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡t s②♠❜♦❧❡ ♦❜t❡♥✉ ✭❛✮ ❛♣rès ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
❛♣♣❧✐q✉é❡s s✉r ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ✭❜✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼
✶✳✸✶ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛tr❡ ❧❡ttr❡s ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❧❛t✐♥ à q✉❛tr❡
♠♦t✐❢s ❞✐st✐♥❝ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽
✶✳✸✷ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✬✉♥ ❢♦♥❞ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❝❡ ❜r❡✈❡t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽
✶✳✸✸ ❈♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r ✭❛✮ P♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡ ✈✐s✲
à✲✈✐s ❞✬✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ✓ ✈✐rt✉❡❧ ✔ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ✲ ✭❜✮ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛✲
❝❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ✲ ✭❝✮ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s
❬❘❤♦❛❞s ✷✵✵✾❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾
✶✳✸✹ ●✉✐❧❧♦❝❤❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡✉① ❢réq✉❡♥❝❡s ♣♦✉r ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❜✐♥❛✐r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾
✶✳✸✺ ■♠❛❣❡ ❞❡ ▲❡♥❛ ❣✉✐❧❧♦❝❤é❡ ✭❛✮ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦❞❡ ✭❜✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵
✶✳✸✻ ●✉✐❧❧♦❝❤❡ à ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ tr❛♣é③♦ï❞❛❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵
✶✳✸✼ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❍♦✉❣❤ ❞✬✉♥❡ ❞r♦✐t❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶
✶✳✸✽ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❍♦✉❣❤ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶
✶✳✸✾ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❍♦✉❣❤ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❛❧✐❣♥és✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷
✶✳✹✵ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ ❜✐♥❛r✐sé❡ à ❞ét❡❝t❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷
✶✳✹✶ ❚❛❜❧❡ ✓ ❘✲t❛❜❧❡ ✔ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ à ❞ét❡❝t❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸
✶✳✹✷ ▼♦t✐❢ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ f0 ❝♦❞❛♥t ❧❡s ❜✐ts à ❧✬ét❛t 0✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹
✶✳✹✸ ❉é❝♦❞❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡ ♣❛r tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❍♦✉❣❤ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ✿ ❞é✲
t❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❜✐ts à ❧✬ét❛t 0✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺
✶✳✹✹ ▼♦t✐❢ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ f1 ❝♦❞❛♥t ❧❡s ❜✐ts à ❧✬ét❛t 1✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺
✶✳✹✺ ❉é❝♦❞❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡ ♣❛r tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❍♦✉❣❤ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ✿ ❞é✲
t❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❜✐ts à ❧✬ét❛t 1✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺
✷✳✶ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ♣❡r❝❡♣t✉❡❧ r♦❜✉st❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽
❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s ✈✐✐
✷✳✷ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ▲❡♥❛ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❞❡ t②♣❡ ❉❛✉❜❡❝❤✐❡s ✽
❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ✸ ❛✈❡❝ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦✐♥ ❡♥ ❤❛✉t à ❣❛✉❝❤❡✳ ✸✵
✷✳✸ ❇✐♥❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡♥ éq✉✐♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ♣✐①❡❧s
❜❧❛♥❝s ❡t ❞❡ ♣✐①❡❧s ♥♦✐rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵
✷✳✹ ❋✐❧tr❛❣❡s ❡t ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❜✐♥❛r✐s❛t✐♦♥ ❡♥ éq✉✐♣❛rt✐t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉és à ❧✬✐♠❛❣❡
❜✐♥❛✐r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵
✷✳✺ ■♠❛❣❡s rés✉❧t❛ts ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r 7 ✐tér❛t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶
✷✳✻ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡
❛❧téré❡✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❡t ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✈✐s✉❡❧❧❡♠❡♥t très ❞✐✛ér❡♥t❡✳ ✳ ✳ ✸✶
✷✳✼ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣❛✈❛❣❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ s❛♥s r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ▲❡♥❛✳ ✳ ✳ ✸✷
✷✳✽ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❦❞✲tr❡❡ ❛✈❡❝ 10 ♣❛✐r❡s ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷
✸✳✶ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤♦❧♦❣r❛♠♠❡ ❞✬♦❜❥❡ts ♦♣❛q✉❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼
✸✳✷ ✭❛✮ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ϑ ✲ ✭❜✮ ❍♦❧♦❣r❛♠♠❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ s✐♠✉❧é à
♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽
✸✳✸ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ r❡st✐t✉t✐♦♥ ❞✬❤♦❧♦❣r❛♠♠❡ ✐♥s♣✐ré ❞❡ ❬❉❡♥✐s ✷✵✵✻❪ ❛✈❡❝ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ❝♦♠♣❧❡①❡ ✭❝✮ ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ré❡❧❧❡ ✭❞✮✳ ✳ ✸✾
✸✳✹ ❊♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ✿ ✵✶✶ ✵✵✵ ✶✵✵ ✶✶✶ ✵✵✵ ✵✵✶ ✵✵✵ ✵✵✶ ✶✶✵ ✵✵✵
✵✵✶ ✶✶✶ ✶✵✵ ✵✵✵ ✵✵✶ ✵✵✶ ✵✵✵ ✵✶✵ ✶✶✵ ✵✵✶ ✵✵✵ ✵✶✵ ✶✶✶ ✵✶✶ ✵✵✶ s❡❧♦♥
❧❛ r♦s❡ ❞❡s ❤✉✐t ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶
✸✳✺ ❚r❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ S ❝♦❞❛♥t ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❡t ●❋✷❉ ❣é♥éré❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶
✸✳✻ Pr♦✜❧ r❛❞✐❛❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷
✸✳✼ ❋❡♥êtr❡ ❞❡ t②♣❡ ❇❧❛❝❦♠❛♥ ✉t✐❧✐sé❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷
✸✳✽ Pr♦✜❧ r❛❞✐❛❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ♠♦❞✐✜é❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷
✸✳✾ ❈ré❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛rq✉❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸
✸✳✶✵ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡ ●❋✷❉ s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ▲❡♥❛ ❛✈❡❝ ❧❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts n = 4 ❡t r = 3✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸
✸✳✶✶ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ●❋✷❉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹
✸✳✶✷ ❉✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ❡t ▼❙❊ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ r ♣♦✉r
n = 4✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺
✸✳✶✸ ❉✐st❛♥❝❡s ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ✭DH(SM , S)r=∞ ✭❝r♦✐①✮✱ DH(SM , S)r=3
✭❝❛rré✮ ❡t DH(SM , SD)r=3 ✭❝❡r❝❧❡✮✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥
r ♣♦✉r n = 4✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺
✸✳✶✹ ❉✐✛ér❡♥ts rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣♦✐❞s ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥✳ ✳ ✹✻
✸✳✶✺ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉ ✭❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ❡st ❡①✲
♣❧✐q✉é ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✹✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼
✸✳✶✻ ❚r❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ s ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❛✈❡❝ n = 5✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽
✸✳✶✼ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡ ✸❉ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ S✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾
✸✳✶✽ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❤♦❧♦❣r❛♠♠❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ✹✾
✸✳✶✾ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉ ✭❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉
✜❧tr❛❣❡ ❛❞❛♣té ❡st r❛♣♣❡❧é ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✷✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷
✸✳✷✵ ❙♣❡❝tr❡s ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❞✬❛♣rès ❬❋✐❡❧❞ ✶✾✽✼❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸
✸✳✷✶ ■♠❛❣❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s t❡sts ♣♦✉r ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ I(f) = a
fβ
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹
✈✐✐✐ ❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s
✸✳✷✷ ❙♣❡❝tr❡ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ▲❡♥❛ ♣♦✉r ❧❡s ❛♥❣❧❡s β = 0◦✱ 45◦✱ 90◦
❡t 135◦ ❡♥ é❝❤❡❧❧❡ ❧♦❣✲❧♦❣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹
✸✳✷✸ ❈♦❡✣❝✐❡♥t log(a) ♣♦✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s t❡sts ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ θ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺
✸✳✷✹ ❈♦❡✣❝✐❡♥t β ♣♦✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s t❡sts ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ θ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺
✸✳✷✺ ■♠❛❣❡ ▲❡♥❛ s❛♥s ❡t ❛✈❡❝ ✜❧tr❛❣❡ ♣❛ss❡✲❤❛✉t ❞❡ ❧❛ ♠❛rq✉❡ ♣♦✉r ✉♥
t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ α = 0, 4✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻
✸✳✷✻ ●✉✐❧❧♦❝❤❡ ✸❉ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ✉♥ ✜❧tr❛❣❡ ♣❛ss❡✲❤❛✉t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❋r❡s♥❡❧ ré❡❧❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼
✸✳✷✼ ▲♦❣❛r✐t❤♠❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞✉ t❡r♠❡ P1 s❛♥s ❡t ❛✈❡❝ ✜❧tr❛❣❡ ❛❞❛♣té✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶
✸✳✷✽ ❙♣❡❝tr❡ ❞✉ t❡r♠❡ P2 s❛♥s ❡t ❛✈❡❝ ✜❧tr❛❣❡ ❛❞❛♣té✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶
✸✳✷✾ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ s❡❝♦♥❞❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❞❡ ❉✐r❛❝✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷
✸✳✸✵ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ t❡r♠❡ P3(0, 0)✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷
✸✳✸✶ ❋✐❣✉r❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ C(IM, m˜zi) s❛♥s ♦✉ ❛✈❡❝ ✜❧tr❛❣❡ ❛❞❛♣té✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸
✸✳✸✷ ❋✐❣✉r❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ C(IM, m˜zi) ❛✈❡❝ ✜❧tr❛❣❡ ❛❞❛♣té ✭♣rés❡♥❝❡ ❞❡s
♣✐❝s ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ s❡❝♦♥❞❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❞❡ ❉✐r❛❝✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸
✸✳✸✸ ▼❡s✉r❡ ❞✉ ❘❙❇ ❛✈❡❝ ✜❧tr❛❣❡ ❡t s❛♥s ✜❧tr❛❣❡ ❛❞❛♣té ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s
ré♣❛rt✐t✐♦♥s ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹
✹✳✶ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡♥ t♦♥ ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ ✷✺✻ ♥✐✈❡❛✉① ✭❛✮ ❡♥
✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡♥ ❞❡♠✐✲t♦♥s à ✷ ♥✐✈❡❛✉① ✭❜✮ ♣♦✉r ❧❛ r❡♥❞r❡ ✐♠♣r✐♠❛❜❧❡
❬❇♦✉st ✷✵✵✺❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻
✹✳✷ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✐♠♣r✐♠❛♥t❡ ❧❛s❡r
♠♦♥♦❝❤r♦♠❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻
✹✳✸ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬✉♥ s❝❛♥♥❡r à ♣❧❛t ❬❆♥s❡❡❧ ✷✵✵✼❪ ❛✈❡❝
❝❛♣t❡✉rs ❞❡ t②♣❡ ❈❈❉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽
✹✳✹ ❉✐✛ér❡♥t❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡
s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❬❙♦❧❛♥❦✐ ✷✵✵✻❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾
✹✳✺ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬é❧❛r❣✐ss❡♠❡♥t ❞✉ ♣♦✐♥t ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é ✓ ❞♦t
❣❛✐♥ ✔✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵
✹✳✻ ▼✐r❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❱✐❧❧à♥ ❬❱✐❧❧à♥ ✷✵✵✺❪ ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡
❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸
✹✳✼ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠✐r❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✿ ✵✲✶✻✲✸✷✲✹✽✲
✻✹✲✽✵✲✾✻✲✶✶✷✲✶✷✽✲✶✹✹✲✶✻✵✲✶✼✻✲✶✾✷✲✷✵✽✲✷✷✹✲✷✹✵✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹
✹✳✽ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠✐r❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✿ ✵✲✶✻✲✸✷✲✹✽✲✻✹✲✽✵✲✾✻✲
✶✶✷✲✶✷✽✲✶✹✹✲✶✻✵✲✶✼✻✲✶✾✷✲✷✵✽✲✷✷✹✲✷✹✵ ✐♠♣r✐♠é❡ ❡t s❝❛♥♥é❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹
✹✳✾ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠✐r❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✿ ✵✲✶✻✲✸✷✲✹✽✲✻✹✲✽✵✲✾✻✲
✶✶✷✲✶✷✽✲✶✹✹✲✶✻✵✲✶✼✻✲✶✾✷✲✷✵✽✲✷✷✹✲✷✹✵ ✐♠♣r✐♠é❡ ❡t s❝❛♥♥é❡ ❛✈❡❝ ❣r✐❧❧❡
❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺
✹✳✶✵ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ✭❛✮ ❡t ❞❡ ❧✬é❝❛rt✲t②♣❡ ✭❜✮ ❡♥ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s ✐♥✐t✐❛❧ x ❛✈❡❝ ❧✬✐♠♣r✐♠❛♥t❡ ❧❛s❡r ❍P ▲❛s❡r❏❡t
✹✸✺✵ ❡t ❧❡ s❝❛♥♥❡r ❍P ❙❝❛♥❏❡t ✺✸✵✵❈ ✭❡①tr❛✐t ❞❡ ❬❱✐❧❧à♥ ✷✵✵✽❪✮✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺
❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s ✐①
✹✳✶✶ ◆✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s ♠♦②❡♥ ❞❡s ♣❛t❝❤s ✐♠♣r✐♠és ❡t s❝❛♥♥és ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s ✐♥✐t✐❛❧ x ❞❡s ♣❛t❝❤s ✭❛✮ ❡t é❝❛rt✲t②♣❡ ♠♦②❡♥ ❞❡s
♣❛t❝❤s ✐♠♣r✐♠és ❡t s❝❛♥♥és ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s ✐♥✐t✐❛❧ x
❞❡s ♣❛t❝❤s ✭❜✮ ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡ ré❡❧❧❡ ❝♦♠♣♦sé❡
❞❡ ❧✬✐♠♣r✐♠❛♥t❡ ❧❛s❡r ❍P ▲❛s❡r❏❡t P✸✵✵✺❞♥ ❡t ❞✉ s❝❛♥♥❡r ❊P❙❖◆
P❡r❢❡❝t✐♦♥ ❱✼✵✵ P❤♦t♦✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻
✹✳✶✷ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❱✐❧❧à♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❝❤❛î♥❡
❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡ s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ▲❡♥❛ ✭❜✮ ❡t ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬✐♠❛❣❡
▲❡♥❛ ré❡❧❧❡♠❡♥t ✐♠♣r✐♠é❡ ❡t s❝❛♥♥é❡ ✭❝✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻
✺✳✶ ▲♦❣✐❣r❛♠♠❡ ❞✉ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽
✺✳✷ ❇❛s❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ✸✵ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡s ❞✬✐❞❡♥✲
t✐té ❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❞❡ t❛✐❧❧❡ 512× 512 ♣✐①❡❧s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵
✺✳✸ ❉✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❡♥tr❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ♦r✐✲
❣✐♥❛❧❡s ❡t ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ♣♦✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ▲❡♥❛ ❡t
❧❡s ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡s ❞✬✐❞❡♥t✐té 1 ❡t 28 ✭❋✐❣ ✺✳✷✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸
✺✳✹ ■♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ▲❡♥❛ ❡t ✐♠❛❣❡ ❣r✐✛é❡ ▲❡♥❛ ✿ DH = 2, 50 %✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹
✺✳✺ ■♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ▲❡♥❛ ❡t ✐♠❛❣❡ tâ❝❤é❡ ▲❡♥❛ ✿ DH = 6, 25 %✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹
✺✳✻ ■♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ▲❡♥❛ ❡t ✐♠❛❣❡ ✈✐❡✐❧❧✐❡ ▲❡♥❛ ✿ DH = 18, 75 %✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹
✺✳✼ ■♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ▲❡♥❛ ❡t ✐♠❛❣❡ ▲❡♥❛ ✐♠♣r✐♠é❡ ❡t s❝❛♥♥é❡ ✿
DH = 7, 50 %✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺
✺✳✽ ❉✐❛❣r❛♠♠❡s r❛❞❛rs ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡s
♣♦✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻
✺✳✾ ▼❡s✉r❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té MSSIM ❡♥tr❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ▲❡♥❛ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❡t ❧✬✐♠❛❣❡
▲❡♥❛ ❛✈❡❝ ✐♥s❡rt✐♦♥ α ❞❡ ❧❛ ♠❛rq✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽
✺✳✶✵ ■♠❛❣❡s ▲❡♥❛ ❛✈❡❝ ✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛rq✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts t❛✉① α✳ ✳ ✽✽
✺✳✶✶ ❉✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ DH ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ α ♣♦✉r
❧✬✐♠❛❣❡ ▲❡♥❛✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾
✺✳✶✷ ❉✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ DH ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥
α ♣♦✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵
✺✳✶✸ ❉✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ DH ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣✐①❡❧s ❞❡ tr❛♥s✲
❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ▲❡♥❛✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵
✺✳✶✹ ❉✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ DH ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ♣♦✉r
❧✬✐♠❛❣❡ ▲❡♥❛✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶
✺✳✶✺ ❉✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ✭❡♥ %✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❤♦♠♦t❤ét✐❡
♣♦✉r ✉♥ t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ α ❞❡ 0, 3 s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ▲❡♥❛✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶
✺✳✶✻ ❉✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ✭❡♥ %✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❤♦♠♦t❤ét✐❡
♣♦✉r ✉♥ t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ α ❞❡ 0, 4 s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ▲❡♥❛✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷
✺✳✶✼ ■♠❛❣❡s ▲❡♥❛ ♠♦❞✐✜é❡s ❛✈❡❝ ✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛rq✉❡ ♣♦✉r ❧❡ t❛✉① α = 0, 3✳ ✾✷
✺✳✶✽ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡s
♠❛rq✉é❡s ❛✈❡❝ ✉♥ t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ 0, 3 ❛♣rès ✐♠♣r❡ss✐♦♥ ❡t ♥✉♠é✲
r✐s❛t✐♦♥ s✐t✉é❡ ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❇✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸
① ❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s
✺✳✶✾ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡s
♠❛rq✉é❡s ❛✈❡❝ ✉♥ t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ 0, 4 ❛♣rès ✐♠♣r❡ss✐♦♥ ❡t ♥✉♠é✲
r✐s❛t✐♦♥ s✐t✉é❡ ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❇✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸
✺✳✷✵ ❉✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥tr❡ S ❡t SM ❡t ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♠❛❣❡s
❡rr♦♥é❡s ♣♦✉r α = 0, 3 ❡t 0, 4✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹
✺✳✷✶ ▲♦❣✐❣r❛♠♠❡ ❞✉ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉ ❛✈❡❝ ❣♦♠♠❛❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺
✺✳✷✷ ❘és✐❞✉ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❣♦♠♠❛❣❡ ✲ α = 0, 4✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻
✺✳✷✸ ▲♦❣✐❣r❛♠♠❡ ❞❡s s✐❣♥❛t✉r❡s SC ✱ SD✱ SG ❡t SM ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼
✺✳✷✹ ❉✐st❛♥❝❡s dCIL✱ dC ❡t dG ♣♦✉r ✉♥ t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ 0, 3 ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡ s✐♠✉❧é❡ ✭dCIL = 2, 3% ✱dC =
2, 0% ✱dG = 1, 0%✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽
✺✳✷✺ ❉✐st❛♥❝❡s dCIL✱ dC ❡t dG ♣♦✉r ✉♥ t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ 0, 4 ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡ s✐♠✉❧é❡ ✭dCIL = 2, 6% ✱dC =
2, 2% ✱dG = 1, 0%✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾
✺✳✷✻ ■♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✱ ✐♠❛❣❡ ❣♦♠♠é❡ ❡t ✐♠❛❣❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ♣♦✉r ❧❡s
✐♠❛❣❡s 1 ❡t 6 ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾
✺✳✷✼ ❉✐st❛♥❝❡s ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ♥♦r♠❛❧✐sé❡s dCIL✱ dC ✱ dG ♠♦②❡♥♥❡s ♣♦✉r α =
0, 3 ❡t 0, 4✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵
✺✳✷✽ ❉✐❛❣r❛♠♠❡s r❛❞❛rs ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡s
♣♦✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ dDIS ❛✈❡❝ ✉♥ t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ α = 0, 3✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶
✺✳✷✾ ❉✐❛❣r❛♠♠❡s r❛❞❛rs ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡s
♣♦✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ dDIS ❛✈❡❝ ✉♥ t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ α = 0, 4✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷
✺✳✸✵ Max(dDIS(I, I)) ❡t Min(dDIS(J,K)) ♣♦✉r α = 0, 3 ❡t α = 0, 4 ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡ s✐♠✉❧é❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸
✺✳✸✶ ❉✐st❛♥❝❡s dCIL✱ dC ❡t dG ♣♦✉r ✉♥ t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ 0, 3 ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡ ré❡❧❧❡ ✭dCIL = 7, 8% ✱dC =
7, 8% ✱dG = 8, 0%✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹
✺✳✸✷ ❉✐st❛♥❝❡s dCIL✱ dC ❡t dG ♣♦✉r ✉♥ t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ 0, 4 ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡ ré❡❧❧❡ ✭dCIL = 7, 7% ✱dC =
7, 6% ✱dG = 7, 4%✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹
✺✳✸✸ ❉✐❛❣r❛♠♠❡s r❛❞❛rs ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡s
♣♦✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ d˜DIS ❛✈❡❝ ✉♥ t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ α = 0, 3✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻
✺✳✸✹ ❉✐❛❣r❛♠♠❡s r❛❞❛rs ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡s
♣♦✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ d˜DIS ❛✈❡❝ ✉♥ t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ α = 0, 4✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼
✺✳✸✺ Max(d˜DIS(I, I) ❡t Min(d˜DIS(J,K)) ♣♦✉r α = 0, 3 ❡t α = 0, 4 ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡ ré❡❧❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽
✺✳✸✻ ❘és✐❞✉ ❞✬❤♦❧♦❣r❛♠♠❡s ❛♣rès ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❣♦♠♠❛❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽
✺✳✸✼ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ✜❧tr❡s s✉r ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ SM ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾
✺✳✸✽ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ✜❧tr❡s s✉r ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ SC ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵
✺✳✸✾ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ✜❧tr❡s s✉r ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ SG✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵
❇✳✶ ❇❛s❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ✸✵ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡s ❞✬✐❞❡♥✲
t✐té ❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❞❡ t❛✐❧❧❡ 512× 512 ♣✐①❡❧s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼
❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s ①✐
❇✳✷ ❇❛s❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ♠❛rq✉é❡s ❛✈❡❝ ✉♥ t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡
0, 3 ❛♣rès ✐♠♣r❡ss✐♦♥ ❡t ♥✉♠ér✐s❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽
❇✳✸ ❇❛s❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ♠❛rq✉é❡s ❛✈❡❝ ✉♥ t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡
0, 4 ❛♣rès ✐♠♣r❡ss✐♦♥ ❡t ♥✉♠ér✐s❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▲❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❡st ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ très ❛♥❝✐❡♥♥❡ ❞♦♥t ♦♥ tr♦✉✈❡ tr❛❝❡ s✉r ❞❡s
s❝✉❧♣t✉r❡s s✉r ♣✐❡rr❡✱ s✉r ❜♦✐s✱ s✉r ❞❡s ♣❡✐♥t✉r❡s ❡t ❞❡s ♠♦s❛ïq✉❡s ❞❛t❛♥t ❞✬❛✈❛♥t
❏és✉s✲❈❤r✐st✳ ❯t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❡✉r ❛s♣❡❝t ❞é❝♦r❛t✐❢ t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❡♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♠❛✐s
❛✉ss✐ ❡♥ ❤♦r❧♦❣❡r✐❡ ♦✉ ❡♥ ❝♦✉t❡❧❧❡r✐❡ ❝♦♠♠❡ ♠♦②❡♥ ❡st❤ét✐q✉❡ ❞❡ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❝♦♥tr❡ ❧❡s
r❛②✉r❡s✱ ❧❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s r❡♠♣❧✐ss❡♥t ❞ès ❧❡ ✶✻è♠❡ s✐è❝❧❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞❡ sé❝✉r✐✲
s❛t✐♦♥✳ ❊♥ s❡ ♣rés❡♥t❛♥t ❝♦♠♠❡ ✉♥ rés❡❛✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❞✐✣❝✐❧❡ à r❡♣r♦❞✉✐r❡✱
❧❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s s♦♥t ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ♣r♦té❣❡r ✉♥ ❞♦❝✉♠❡♥t ❝♦♥tr❡ ❧❛ ❝♦♥tr❡❢❛ç♦♥✳ ❉❡ ❧❛
❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❛rt✐s❛♥❛❧❡ ❞❡ ♠❛✐♥s ❞❡ ♠❛îtr❡s à ❧❛ ♠é❝❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ✐♥s❝r✐♣t✐♦♥✱
❧❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❡♠❡✉r❡♥t ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ♣rés❡♥t❡s s✉r ❧❡s ❜✐❧❧❡ts ❞❡ ❜❛♥q✉❡✱ ❝❤èq✉❡s
❡t ❝❛rt❡s ❜❛♥❝❛✐r❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ s✉r ❧❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts ❞✬✐❞❡♥t✐té ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ❞✐s♣♦s✐t✐❢s
st❛♥❞❛r❞s ❞❡ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s♦♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥ts✳
❉❡♣✉✐s q✉❡❧q✉❡s ❛♥♥é❡s✱ ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❣r❛♣❤✐s♠❡ ❞é❝♦r❛t✐❢ ❡t ❝♦♠♣❧❡①❡
s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞✬✐♥té❣r❡r ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥t ✈✉ ❧❡ ❥♦✉r✳ ❉✐✛ér❡♥ts ❝♦❞❛❣❡s ❞❡ ❧✬✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥t ❛✐♥s✐ été ❡♥✈✐s❛❣és✱ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ♣❛r ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛
❣✉✐❧❧♦❝❤❡✱ ♣❛r ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ♠♦t✐❢s ♦✉ ♣❛r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r
❞✉ tr❛❝é✳
▲❛ ❧✉tt❡ ❝♦♥tr❡ ❧❛ ❝♦♥tr❡❢❛ç♦♥✱ ét❛♥t ❞❡✈❡♥✉❡ ✉♥ ❡♥❥❡✉ ♣r✐♦r✐t❛✐r❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡
tr♦✉✈❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t r♦❜✉st❡s ❝♦♥tr❡ ❧❛ ❢❛❧s✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥
✐❧❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❞✬✐❞❡♥t✐té✳
❈♦♥st✐t✉❛♥ts ♠❛❥❡✉rs ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs✱ ❧❡s ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡s ❞✬✐❞❡♥t✐té ♣♦✉rr♦♥t ❛s✲
s❡③ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t êtr❡ ♣r♦té❣é❡s ♣❛r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ t❛t♦✉❛❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡ ❞❡st✐♥é❡s
à ✐♥sér❡r ✭❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✮ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❝❧é s❡❝rèt❡✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♠♣❡r❝❡♣t✐❜❧❡ ❝❡r✲
t❛✐♥❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❈❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣♦✉rr♦♥t êtr❡ ✈ér✐✜é❡s à t♦✉t ♠♦♠❡♥t ♣❛r
t♦✉t❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ❛✉t♦r✐sé❡ ✐✳❡✳ ❞ét❡♥tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧é✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❞✬❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❧✉s ré❝❡♥t❡ ❡♥❝♦r❡✱ ✐ss✉❡ ❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❡✱ ❡st ❧❡ ❤❛❝❤❛❣❡
r♦❜✉st❡ ❞✬✐♠❛❣❡✳ ▲❡ ❤❛❝❤❛❣❡ r♦❜✉st❡ ✈❛ ❝♦♥s✐st❡r à ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❞❡ ❧❛
♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡ ❞✬✐❞❡♥t✐té✳ ❉❡ t❛✐❧❧❡ ❝♦✉rt❡ ♣ré✲✜①é❡✱ ❝❛❧❝✉❧é ❧❡ ❝❛s é❝❤é❛♥t ✈✐❛ ✉♥❡
❝❧é s❡❝rèt❡✱ ❝❡t ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❡r ❧❡s ✈✐s❛❣❡s ❡♥r❡❣✐strés ❞❛♥s ✉♥❡
❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s❛♥s r❡♥s❡✐❣♥❡r s✉r ❧❡s tr❛✐ts ❞✉ ✈✐s❛❣❡✳ ❯♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ à ❝❧é
❡st ✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ ♣✉❜❧✐q✉❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛❞❥♦✐♥t ❛✉ ❞♦❝✉♠❡♥t ❡♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ à ❧✬✐♠❛❣❡ à
♣r♦té❣❡r✳ ❙✐ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s✱ ❝❡tt❡ ❞♦♥♥é❡ ❡st ✐♥s❝r✐t❡ à ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ♦♥
❝❤❡r❝❤❡r❛✱ ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❡st❤ét✐q✉❡s ❡t ❞❡ ♥♦r♠❡s s✉r ❧❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts ❞✬✐❞❡♥t✐té✱ à
❧✬✐♥sér❡r ❞❛♥s ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ♣♦rt❡✉s❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
▲❛ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡ ❞✬✐❞❡♥t✐té ❛✐♥s✐ ❣✉✐❧❧♦❝❤é❡ ❞❡✈r❛ à ❧❛ ❢♦✐s ❝♦♥s❡r✈❡r s♦♥ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❛♥t❤r♦♣♦♠étr✐q✉❡ ❡t ♣♦rt❡r ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t❡✳ ❙✐ ❧❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s
s❡ ❞♦✐✈❡♥t ❞✬êtr❡ ❡st❤ét✐q✉❡s✱ ❞❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s s✉♣♣♦rt❛♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ♥✬♦♥t
♣❧✉s ❞❡ r❛✐s♦♥ ❞✬êtr❡ ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝❛r ❧❛ sé❝✉r✐té r❡♣♦s❡ ❛❧♦rs s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✳
❯♥ t❡❧ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡✱ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♣♦t❡♥t✐❛❧✐tés ❞❡ ❧✬❤♦❧♦❣r❛♣❤✐❡
♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❡ s✉❥❡t ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t ❛❥♦✉t❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✈✐s✐❜❧❡ ✉♥ ✓ ❤♦❧♦❣r❛♠♠❡ ✔ ✭s✉♣♣♦rt❛♥t ❧❛ ✈❛✲
✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❧❡✉r ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡ ❞✬✐❞❡♥t✐té✮ ♣♦✉rr❛ ❛❧tér❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ✈✐s✉❡❧❧❡ ❞❡
❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬✐❞❡♥t✐té ❡t ❝♦♥st✐t✉❡r ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❜r✉✐t✳ ❖♥ s✬♦r✐❡♥t❡r❛ ❞♦♥❝ ✈❡rs
✉♥❡ ✐♥s❡rt✐♦♥ ✐♠♣❡r❝❡♣t✐❜❧❡✱ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡♥✈✐s❛❣é❡ ❞❛♥s ❬❇❧❛❝❦❧❡❞❣❡ ✷✵✵✾❪ ♠❛✐s s♦✉s
❧✬❛♥❣❧❡ ❞✉ t❛t♦✉❛❣❡ ❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❛❜❛♥❞♦♥♥é❡✱ ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ sé❝✉r✐té✱ ❛✉ ♣r♦✲
✜t ❞❡ ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✬✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝✳ ▲❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ ♦✉ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ✈✐s✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛
✈❛❧❡✉r ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡ ❞✬✐❞❡♥t✐té ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥ ❤♦❧♦❣r❛♠♠❡ ❝♦♥st✐✲
t✉❡ ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ s♦♥ ❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ s♦✐t r♦❜✉st❡ à ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡✳
▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ r❡q✉✐❡rt ✉♥❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬✐♠♣r✐♠é ✈❛
r❡♥❢♦r❝❡r ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡t ♥é❝❡ss✐t❡r ✉♥ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
♣❡r❢♦r♠❛♥t✳
▲❛ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡ ❝♦❞❛♥t❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣r❡♥❞r❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦r♠❡s✱ ❛❧❧❛♥t ❞❡ ❧❛ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡
❝❧❛ss✐q✉❡ ♠❛✐s ♠♦❞✉❧é❡ à ❧❛ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡ ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❧✬❤♦❧♦❣r❛♣❤✐❡ ✭❧❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡
❛✉t♦✉r ❞❡ ❝❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s s❡r❛ ♣✉✐sé ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐q✉❡ ❡t s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé
♣❛r ❛❜✉s ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❛♥s ✉♥ s♦✉❝✐ ❞❡ s✐♠♣❧✐❝✐té✮✳ ▲❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤é❡✱
❞❡ s❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛✉ s✉♣♣♦rt ♣❛♣✐❡r✱ ❡t ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ ❡♥tr❛î♥❡ ✉♥❡
❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡ s❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❡t ♣❤♦t♦♠étr✐q✉❡s q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t
êtr❡ ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❣râ❝❡ à ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡✳
▲❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞✉ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ s❡ ❞♦✐t ❞✬êtr❡ ❛❞❛♣té ❛✜♥ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ✉♥ ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉
❞❡ r♦❜✉st❡ss❡✳
❈❡tt❡ t❤ès❡ ❛ été ré❛❧✐sé❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❍✉❜❡rt ❈✉r✐❡♥✱ ✉♥✐té ♠✐①t❡ ❞✉
❈❡♥tr❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❞❡ ❧❛ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❙❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❡t ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❏❡❛♥ ▼♦♥♥❡t ❞❡
❙❛✐♥t✲❊t✐❡♥♥❡✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ été ❡✛❡❝t✉é ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❊❘■❙✱
❛♥t❡♥♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧✬■♥st✐t✉t ❞✬❖♣t✐q✉❡ ●r❛❞✉❛t❡ ❙❝❤♦♦❧ ❡♥ ❘❤ô♥❡✲❆❧♣❡s✳ ❈❡
❣r♦✉♣❡ ❛❜♦r❞❡ tr♦✐s t❤é♠❛t✐q✉❡s ✿ ❧✬❊❝❧❛✐r❛❣❡ ❡t ❧❡ ❘❡♥❞✉ ✈✐s✉❡❧✱ ❧✬■♠❛❣❡r✐❡ ♦♣t✐q✉❡
❡t ❧❛ ❙é❝✉r✐té ♦♣t♦✲♥✉♠ér✐q✉❡✱ t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ s✬✐♥s❝r✐t ❧❛ t❤ès❡✳ ❈❡tt❡
t❤ès❡ s✬❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t ❡✉r♦♣é❡♥ ❊❯❘■P■❉❊❙ ❈❖❙❊❈✲■❉
✭❈❖❧♦✉r ❙❊❈✉r❡ ♣❤♦t♦ ♦♥ ■❉ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛♥❞ ■❉ ❝❛r❞s ✇✐t❤ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❣❧♦❜❛❧
s❡❝✉r✐t② t❤r♦✉❣❤ ❝♦❧♦✉r ✓ ❣✉✐❧❧♦❝❤és ✔✮✱ ♣✐❧♦té ♣❛r ❧❛ s♦❝✐été ●❡♠❛❧t♦✱ ✉♥ ❞❡s ❧❡❛❞❡rs
♠♦♥❞✐❛✉① ❞❡ ❧❛ sé❝✉r✐té ♥✉♠ér✐q✉❡ ✐♥té❣ré❡✱ ♥é❡ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ s♦❝✐été
●❡♠♣❧✉s ❡t ❧❛ s♦❝✐été ❆①❛❧t♦✳
❈✐♥q ❝❤❛♣✐tr❡s ❝♦♠♣♦s❡♥t ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ♠♦♥tr❡✱ ♣❛r ✉♥ ❜r❡❢
r❛♣♣❡❧ ❤✐st♦r✐q✉❡✱ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❞❡ s♦♥ ❛s♣❡❝t ❛rt✐st✐q✉❡ ✈❡rs s♦♥ ❛s♣❡❝t
♣♦rt❡✉r ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❯♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① t②♣❡s ❞❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❝♦❞❛♥t❡s
② ❡st ♣rés❡♥té✳
▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t à ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ r♦❜✉st❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡t❡♥✉ ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧✳
❉❛♥s ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❡①♣♦s♦♥s ♥♦tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡
♥♦✉✈❡❧❧❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❝♦❞❛♥t❡s ✐♥s♣✐ré❡s ❞❡s ✜❣✉r❡s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ q✉❡ ❧✬♦♥ r❡♥✲
❝♦♥tr❡ ❡♥ ❤♦❧♦❣r❛♣❤✐❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ♣♦✉r ❝♦♥st✐t✉❡r ✉♥ ✓ ❤♦❧♦❣r❛♠♠❡ ✔ ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ❯♥❡
♣r❡♠✐èr❡ ❢♦r♠❡ ❞✐t❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✷❉ ♦ù ❧✬❤♦❧♦❣r❛♠♠❡ ❡st ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡s
✭✐✳❡✳ ❞❡ ❢♦r♠❡s ❜✐♥❛✐r❡s✮ ❞✐s♣♦sé❡s s✉r ✉♥ ♣❧❛♥ ❡st ❡①♣❧♦ré❡ ❛✈❛♥t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s
✸♣❛rt✐❝✉❧❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ✭✐✳❡✳ ❞❡s ♣♦✐♥ts✮ ré♣❛rt✐❡s ❡♥ ✈♦❧✉♠❡ ♣♦✉r ❛❝❝r♦îtr❡ ❧❛ ❝❛♣❛✲
❝✐té ❞❡ ❝♦❞❛❣❡✳ ❈❡tt❡ ✈❡rs✐♦♥ ✸❉ ❞❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉r ✈❡rs✐♦♥ ✷❉
s♦♥t t❡sté❡s ❛✈❡❝ ❧❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ▲❡ ❞é✈❡✲
❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ t❡❧ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts ♠✉❧t✐♠é❞✐❛
♥✉♠ér✐q✉❡s ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✳
▲❡ ♣❛ss❛❣❡ ♣❛r ❧✬✐♠♣r❡ss✐♦♥ q✉✐ ❧✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ♣❛ss❡♣♦rts ❡t ❛✉tr❡s ❝❛rt❡s ✐❞❡♥✲
t✐t❛✐r❡s ♠❡t ❡♥ ÷✉✈r❡ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡ q✉✐ é❧❛r❣✐t ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❞é✲
❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡t ✐♥✈✐t❡ à r❡♣❡♥s❡r ❧❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✿ ❝❡❧❛ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞
♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✳ P♦✉r ❡♥ ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té✱ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ s❡r❛ t❡sté❡ s✉r
✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡ ❜✉r❡❛✉t✐q✉❡ st❛♥❞❛r❞✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❤❛î♥❡
s❡r❛ ♠✐s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❛✉ q✉❛tr✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛♣rès ❛✈♦✐r ❞é❝r✐t ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✲
♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡✱ ❞✬❡♥ ❛✈♦✐r ❛♥❛❧②sé ❧❡s ❡✛❡ts s✉r ❧❡s
✐♠❛❣❡s ❡t ❛♣rès ❛✈♦✐r ♣rés❡♥té ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s ♣r♦♣♦sés ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉ ✐♥séré❡s ❞❛♥s ❞❡s ✐♠❛❣❡s 512 × 512 ♣✐①❡❧s
❡t ❧❡✉r ❞é❝♦❞❛❣❡ s♦♥t t❡stés ❛♣rès ✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡ ❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣✉✐s s✉r ❝❤❛î♥❡
ré❡❧❧❡✱ ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ tr❛♠❛❣❡ st❛♥❞❛r❞s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❛ss❡③ ✜✲
❞è❧❡♠❡♥t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✭❡t ❞♦♥❝ ❧❡s ♣r♦✜❧s ❞❡s
❣✉✐❧❧♦❝❤❡s✱ ❝❡ q✉✐ ✐♥❞✉✐t ❛✈❡❝ ❧❡s ♠♦②❡♥s ✉t✐❧✐sés✱ ✉♥❡ ✐♠♣r❡ss✐♦♥ à ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
q✉❛tr❡ ❢♦✐s s✉♣ér✐❡✉r❡s ❛✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s st❛♥❞❛r❞s ❞✬✉♥❡ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡ ❞✬✐❞❡♥t✐té✮✳
▲❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ❡t ❧✬❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ s♦♥t t❡stés s✉r ✉♥❡ ❜❛♥q✉❡
❞✬✐♠❛❣❡s ✭✸✵ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡s✮✱ ré❞✉✐t❡ ❛✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥s✲❧❡❝t✉r❡s r❡st❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥é à ✉♥❡ ❣❡st✐♦♥ ♠❛♥✉❡❧❧❡ ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✶
▲❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s
❙♦♠♠❛✐r❡
✶✳✶ ❯♥ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❞✉ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺
✶✳✷ ●✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❡t sé❝✉r✐té ❞❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼
✶✳✸ ●✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝♦❞❛♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽
✶✳✹ ●✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ✶❉ ❝♦❞❛♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾
✶✳✶ ❯♥ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❞✉ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡
❙❡❧♦♥ ❧❡ ❘♦❜❡rt ✲ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❧❛♥❣✉❡ ❢r❛♥ç❛✐s❡ ❬❘❡② ✶✾✾✺❪✱ ✓ ❧❡
♠♦t ❣✉✐❧❧♦❝❤é ❡st ❛♣♣❛r✉ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞✉ ✶✻è♠❡ s✐è❝❧❡✱ ✐❧ r❡♣rés❡♥t❡r❛✐t ✉♥ ❡♠♣r✉♥t
♠♦❞✐✜é à ❧✬✐t❛❧✐❡♥ ❞✉ ◆♦r❞ ✓ ❣❤✐♦❝❝✐❛r❡ ✔ ✭❣♦✉tt❡r✮✱ ❛tt❡sté ❡♥ ✶✺✼✺✱ q✉✐ ❛ ❞û s✐❣♥✐✜❡r
✓ ♦r♥❡r ❞❡ ❧✐❣♥❡s ❡♥tr❡❧❛❝é❡s ✔✱ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❞ér✐✈é ❞✉ ♠♦t ✓ ❣♦❝❝✐❛ ✔ ✭❣♦✉tt❡✮ ❀ ❝❡s ♠♦ts
❛②❛♥t ❡✉ ✉♥ s❡♥s ❞❛♥s ❧❡s ❞é❝♦rs ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛✉① ❞❡ ❧✬é♣♦q✉❡✳ ▲❡ ♠♦t ❣✉✐❧❧♦❝❤é ❛ ❞♦♥♥é
❣✉✐❧❧♦❝❤✐s ❡♥ ✶✺✺✺ ✭❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tr❛✐ts ❣✉✐❧❧♦❝❤és✮ ❡t ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❡♥ ✶✼✻✺ ✭❛rt ❞❡ ❝ré❡r
❞❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤és✮ ✔✳
✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✕ ▲❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞✬♦r♥❡♠❡♥t ✿ ✭❛✮ ❈❛❞r❡ ❞✬✉♥❡ ♣♦rt❡ ❡♥ ♣✐❡rr❡ ❛✈❡❝
♠♦t✐❢s ❣✉✐❧❧♦❝❤és à ❙❛♥ ❙❛❧✈❛t♦r❡ ✐♥ ▲❛✉r♦✱ ❘♦♠❡ ✭■t❛❧✐❡✮ ❬❍❛rr✐s ✷✵✵✺❪ ✲ ✭❜✮ ❈❛❞r❛♥
❣✉✐❧❧♦❝❤é ❞❡ ♠♦♥tr❡ ❇ré❣✉❡t✱ ❝réé ❡♥ ✶✼✽✻ ❬❇r❡ ✷✵✶✷❪ ✲ ✭❝✮ ❖❡✉❢ ▼❛❞♦♥♥❛ ▲✐❧② ❝réé
❡♥ ✶✽✽✵ ♣❛r P❡t❡r ❈❛r❧ ❋❛❜❡r❣é ✭✐♥❝✐s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❡♥ ♦r ♦✉ ❡♥ ❛r❣❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥
r❡❝♦✉✈r❡ ❡♥s✉✐t❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞✬é♠❛✐❧ tr❛♥s♣❛r❡♥t✱ ❛✜♥ ❞❡ ❧❛✐ss❡r ✈✐s✐❜❧❡ ❧❡ ♠♦t✐❢
❣✉✐❧❧♦❝❤é✮✳
✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▲❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s
❯♥ ✓ ❣✉✐❧❧♦❝❤é ✔ ❡st ❛✉ss✐ ♣rés❡♥té ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❞ér✐✈é ❞✉ ♠♦t ❢r❛♥ç❛✐s ❞és✐❣♥❛♥t
❛✉ ✶✻è♠❡ s✐è❝❧❡ ✉♥ ❜✉r✐♥ s❡r✈❛♥t à ❧❛ ❣r❛✈✉r❡ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❝♦♠♠❡ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✉ ♥♦♠
❞❡ ❧✬✐♥❣é♥✐❡✉r ❢r❛♥ç❛✐s ●✉✐❧❧♦t✱ ✐♥✈❡♥t❡✉r ❞✬✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❣r❛✈❡r ❞❡s
♠♦t✐❢s ✜♥s s✉r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ♠ét❛❧❧✐q✉❡✳ ▼❛✐s ✉♥❡ ❛✉tr❡ ✈❡rs✐♦♥ ❛ttr✐❜✉❡ ❧✬✐♥✈❡♥t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ à ❣✉✐❧❧♦❝❤❡r s✉r ❧❡s ♠ét❛✉① à ❍❛♥s ❙❝❤✇❛♥❤❛r❞t ✭♠♦rt ❡♥ ✶✻✷✶✮ ❡t
s❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ à ❏❛❝♦❜ ❍❡♣♣♥❡r ✭s♦♥ ❜❡❛✉✲✜❧s ♠♦rt ❡♥ ✶✻✹✺✮✳
❆✉ ✜❧ ❞✉ t❡♠♣s✱ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❞❡s ♠♦t✐❢s ♣❧✉s
♣ré❝✐s q✉❡ ❧❡s ❞❡ss✐♥s ♠❛♥✉❡❧s✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣r♦①✐♠✐té ❞❡s
❧✐❣♥❡s ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❣r❛✈✉r❡✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡ à ❣✉✐❧❧♦❝❤❡r ❬❙❛✜❛♥ ✷✵✵✸❪✳
❊♥ ✶✽✶✵✱ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠❛❝❤✐♥❡ à ❣✉✐❧❧♦❝❤❡r ❡st ✐♥✈❡♥té❡ ♣❛r ❏❛❦♦❜ ❉❡❣❡♥✱ ❤♦r❧♦✲
❣❡r ❛✉tr✐❝❤✐❡♥✳ ▲❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤é ❡st ❡♥ ❡✛❡t ✉♥❡ ♣❛r❛❞❡ ❞é❝♦r❛t✐✈❡ ❛✉① r❛②✉r❡s ❡t t❡r♥✐s✲
s❡♠❡♥t ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ♠ét❛❧❧✐q✉❡s✱ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛✉ ❝✉✐r ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r r❡✈êt✐r ❧❡s ♠♦♥tr❡s✳
❉❛♥s ❧❛ ❧✐❣♥é❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡ ❉❡♥❣❡♥✱ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♦✉t✐❧s ❞❡ ❣r❛✈✉r❡ ✈♦✐❡♥t ❧❡ ❥♦✉r
❡t ❧✬✐♠♣r❡ss✐♦♥ ❡♥ ❝r❡✉① ❞❡ ❜✐❧❧❡ts ❛♣♣❛r❛ît ✿ s♦♥ ❡✛❡t ❞❡ ❜❛s✲r❡❧✐❡❢ ✭❧❡ ❞❡ss✐♥ ❣r❛✈é
ét❛♥t ✐♠♣r✐♠é ❧é❣èr❡♠❡♥t ❡♥ s❛✐❧❧✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ♣❛♣✐❡r✮ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r
❧✉tt❡r ❝♦♥tr❡ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❢❛✉①✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❜✐❧❧❡t ❞❛t❛♥t ❞❡ ✶✽✽✷ ré❛❧✐sé ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ à ❣✉✐❧❧♦❝❤❡r
❝réé❡ ♣❛r ❈②r✉s ❉✉r❛♥❞ ❬❙❛✜❛♥ ✷✵✵✸❪✳
✶✳✷✳ ●✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❡t sé❝✉r✐té ❞❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts ✼
❊♥ ✶✽✷✾✱ ✉♥ ❡♠♣❧♦②é ❞❡ ❧❛ ♠♦♥♥❛✐❡ ❞❡ ❙✉è❞❡✱ ❈✳❆✳ ❇r♦❧✐♥❣✱ ✐♥✈❡♥t❡ ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡✲
♦✉t✐❧✱ ❧❡ ✓ t♦✉r ❣é♦♠étr✐q✉❡ ✔✱ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❣r❛✈❡r ❞❡s ❞❡ss✐♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s
s✉r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❡♥ ❛❝✐❡r ✭❡❧❧❡s✲♠ê♠❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❛ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❧❛q✉❡s ❞✬✐♠✲
♣r❡ss✐♦♥ ❞✬❛rr✐èr❡✲♣❧❛♥s ❞❡ ❜✐❧❧❡ts ❞❡ ❜❛♥q✉❡s✮✳ ❊♥ ❝❤❛♥❣❡❛♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬❡♥❣r❡✲
♥❛❣❡s✱ ✉♥❡ ❡①trê♠❡♠❡♥t ❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐été ❞❡ ♠♦t✐❢s ♣❡✉t êtr❡ ❝réé❡ ❛✉① ❞❡ss✐♥s tr♦♣
❝♦♠♣❧❡①❡s ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ✭à ❧✬é♣♦q✉❡✮ êtr❡ r❡♣r♦❞✉✐ts✱ q✉❡ ❝❡ s♦✐t à ❧❛ ♠❛✐♥ ♦✉ ❜✐❡♥
♠é❝❛♥✐q✉❡♠❡♥t s❛♥s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞❡s ❡♥❣r❡♥❛❣❡s✳ ▲❡ t♦✉r ❡st
s✉♣♣❧❛♥té ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✽✵ ♣❛r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ à ❣✉✐❧❧♦❝❤❡r ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡
♣r♦❞✉✐r❡ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s✳
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ ✕ ▲❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ✿ ✭❛✮ ❚✐♠❜r❡ ♣♦st❡ ❡t ♠❛r❣❡s ❛✈❡❝ ❣✉✐❧❧♦❝❤✐s
♦✉ ✓ ❜✉r❡❧❛❣❡ ✔ ❞❡st✐♥é à ❡♠♣ê❝❤❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♠❛r❣❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❢❡❝t✐♦♥ ❞❡
❢❛✉①✳ ❈❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤✐s s❡r✈❡♥t ❛✉ss✐ à ❧✐♠✐t❡r ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ r♦✉❧❡❛✉ ❡♥❝r❡✉r s✉r ❧❡
❝②❧✐♥❞r❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❛❜î♠❡r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ r❛♥❣é❡ ❞❡ t✐♠❜r❡s ✐♠♣r✐♠é❡
✲ ✭❜✮ ❈❛rt❡ ♥❛t✐♦♥❛❧❡ ❞✬✐❞❡♥t✐té ❢r❛♥ç❛✐s❡ ✿ ❧❛ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡ à ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❡st
❣✉✐❧❧♦❝❤é❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ❝②❛♥✱ ❝❡ q✉✐ ❢❛❝✐❧✐t❡ ❧❡✉r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
✭✈✐s✉❡❧❧❡✮✳
✶✳✷ ●✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❡t sé❝✉r✐té ❞❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts
▲❡✉r r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ét❛♥t ❞❡✈❡♥✉❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡✱ ❧❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s s♦♥t ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐
❝♦♠❜✐♥é❡s à ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡ t❛t♦✉❛❣❡
❞✬✐♠❛❣❡✱ ♣♦✉r ❥♦✉❡r ✉♥ rô❧❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ sé❝✉r✐té✳ ❆✐♥s✐ ❞❛♥s ❬❘♦s ✷✵✵✾❪✱ ❧❡ rés❡❛✉
❢♦r♠é ♣❛r ❧❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ✈✐s✐❜❧❡s ❢♦✉r♥✐t✱ ❛♣rès ❞ét❡❝t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡
ré❢ér❡♥❝❡ rés✐st❛♥ts ❛✉① ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ② ❝♦♠♣r✐s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞✬✐♠❛❣❡✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ✉♥ t❛t♦✉❛❣❡ ❡♥❢♦✉✐ ❞❛♥s ❧❛ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡ ❞✬✐❞❡♥t✐té ❞✬✉♥ ❞♦❝✉♠❡♥t
sé❝✉r✐sé✱ ❞♦♥❝ ❛♣rès ✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡✳ ▲❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞♦✐✈❡♥t ❞♦♥❝ êtr❡ ❞ét❡❝t❛❜❧❡s
❞❡ ❢❛ç♦♥ r♦❜✉st❡ ❡t ❧❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❞♦✐t ♣rés❡r✈❡r ❧❡s tr❛✐ts ❞✉ ✈✐s❛❣❡ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥
❝❡rt❛✐♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❡st❤ét✐s♠❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤é❡✳ ▲❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞♦✐t
êtr❡ ✈✐s✉❡❧❧❡♠❡♥t ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❡t ❧❡✉r ✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ré❛❧✐sé❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❧❛
♠♦✐♥s ✐♥tr✉s✐✈❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❉❛♥s ❬❘♦s ✷✵✵✼❪✱ ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡
rés✉❧t❡ ❞❡ ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s ❞✉ ♣✐①❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♥✉♠ér✐q✉❡
♦r✐❣✐♥❛❧❡ ✭❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ à ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✮✱ ❞✬✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉①
✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▲❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s
❞❡ ❣r✐s ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦r❝❡ ❞✬❛♣♣✉✐ ✭♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❣r❛♥❞❡ s❡❧♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ❡st
♦✉ ♥♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✈✐s❛❣❡✮✳ ❈❡tt❡ ❢♦r❝❡ ❞✬❛♣♣✉✐ ✭♦✉ ❞❡ r❡tr❛✐t✮ ❡st ♣♦♥❞éré❡
♣❛r ✉♥ ♣♦✐❞s ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ❡t ❞❡ ❧❛ t❡①t✉r❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✉ ♣✐①❡❧
❝♦♥s✐❞éré✳ ❯♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❥✉st❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s✳
❉✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ❢❛ç♦♥✱ ❧❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❣é♥éré❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡
❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢❛✐t ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❑✲s♦❢t ❞❡ ❆●❋❆✴❉❖❚❘■❳✱ ♦✉ ❞✬✉♥ ❞♦❝✉♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❧❡
❝♦♠♣♦s❛♥t ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❙❡❝✉r❡▼❛r❦ ❞❡ ❘▲ ❙♦❢t ❞❛♥s ▼✐❝r♦s♦❢t ❖✣❝❡ ❲♦r❞✳ ❙❡❝✉✲
r❡▼❛r❦ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛❣❡ ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ✜❝❤✐❡r ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡
s✐ ✉♥ ❝❛r❛❝tèr❡ ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t ❡st ♠♦❞✐✜é✱ ❧❛ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡
s♦✐t ✐♠♣❛❝té❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬❡st❤ét✐s♠❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤é❡ rés✉❧t❛♥t❡ ♥✬❡st ♣❛s
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t✳
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✶✳✺ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s✴✐♠❛❣❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤é❡s ♣❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✿ ✭❛✮
❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✭❧♦❣✐❝✐❡❧ ❑✲s♦❢t ❞❡ ❆●❋❆✴❉❖❚❘■❳✮ ✭❜✮ ❞✉ ✜❝❤✐❡r ✭❝♦♠♣♦s❛♥t ❧♦❣✐❝✐❡❧
❙❡❝✉r❡▼❛r❦ ❞❡ ❘▲ ❙♦❢t✮✳
✶✳✸ ●✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝♦❞❛♥t
❆✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡s ❛♥♥é❡s ✷✵✵✵✱ ❞❡s s②stè♠❡s ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ❝ré❡r ❞❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❝♦♠✲
♣❧❡①❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s♦♥t ♣r♦♣♦sés✳ ❉❛♥s ❧❡✉r ❜r❡✈❡t ♣✉❜❧✐é ❡♥ ✷✵✵✽✱
❙✐♠s❦❡ ❡t ❛❧✳ ❬❙✐♠s❦❡ ✷✵✵✽❪ ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡ ✓ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✔ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥❡
❣✉✐❧❧♦❝❤❡ ❢♦r♠é❡ ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ❝♦✉r❜❡s✱ ✐♠♣r✐♠é❡s ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❝♦♠♠✉♥ ❡t
❛②❛♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝❤❡✈❛✉❝❤❡♠❡♥t✳ ❈❡s ❝♦✉r❜❡s s♦♥t tr❛❝é❡s à ♣❛rt✐r ❞✬éq✉❛✲
t✐♦♥s ❞♦♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ sté❣❛♥♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
à ❞✐ss✐♠✉❧❡r✮ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ✐♥sér❡r✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡
♣♦✉r ❧❡s r♦s❡tt❡s ✭q✉❡ ❧✬♦♥ tr♦✉✈❛✐t ❞é❥à s✉r ❧❡s ❜✐❧❧❡ts ❞❡ ❜❛♥q✉❡✮ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✐❧s
❢♦♥t ✈❛r✐❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s t❡❧s q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡✱ ❧✬❛♥❣❧❡ ❡t ❧❡s ❞é❝❛❧❛❣❡s ❡♥ ❛❜s❝✐ss❡ ❡t
❡♥ ♦r❞♦♥♥é❡✳ ▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡s ❤✉✐t ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❞♦♥t ❡❧❧❡s s♦♥t ✐ss✉❡s ✿ ❧❡s
❝❛r❞✐♦ï❞❡s✱ ❧❡s r♦s❡s✱ ❧❡s ❧✐♠❛ç♦♥s✱ ❧❡s ❧❡♠♥✐s❝❛t❡s✱ ❧❡s s♣✐r❛❧❡s✱ ❧❡s ❝♦♥❝❤♦ï❞❡s✱ ❧❡s
s❡❝t✐♦♥s ❝♦♥✐q✉❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ❡t ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ❝♦♥✐q✉❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s✱ s♦♥t ❡①♣r✐♠é❡s
❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣♦❧❛✐r❡s ♦ù r r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞♦♥♥é ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡✱
✶✳✸✳ ●✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝♦❞❛♥t ✾
A ❡t B s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❡t r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡✱ ANG ❡st ✉♥❡
❝♦♥st❛♥t❡ ❡t r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✬✐♥❝❧✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ r♦s❡tt❡✱ θ ✈❛r✐❡ ❡♥tr❡ 0 ❡t 2pi ♣♦✉r
❞♦♥♥❡r à ❧❛ r♦s❡tt❡ s❛ ❢♦r♠❡ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡✳
✕ ❝❛r❞✐♦ï❞❡s ✿
r = A(1 + cos(θ −ANG))
❋✐❣✉r❡ ✶✳✻ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ r♦s❡tt❡ ❞❡ t②♣❡ ❝❛r❞✐♦ï❞❡✳
✕ r♦s❡s ✿
r = A cos(N(θ −ANG))
❋✐❣✉r❡ ✶✳✼ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ r♦s❡tt❡ ❞❡ t②♣❡ r♦s❡✳
✕ ❧✐♠❛ç♦♥s ✿
r = A+B cos(θ −ANG)
❋✐❣✉r❡ ✶✳✽ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ r♦s❡tt❡ ❞❡ t②♣❡ ❧✐♠❛ç♦♥✳
✶✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▲❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s
✕ ❧❡♠♥✐s❝❛t❡s ✿
r =
√
A cos(2θ −ANG)
❋✐❣✉r❡ ✶✳✾ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ r♦s❡tt❡ ❞❡ t②♣❡ ❧❡♠♥✐s❝❛t❡✳
✕ s♣✐r❛❧❡s ✿
r =
A
θ −ANG
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ r♦s❡tt❡ ❞❡ t②♣❡ s♣✐r❛❧❡✳
✕ ❝♦♥❝❤♦ï❞❡s ✿
r = A(1 + sec(θ −ANG)) ♦ù sec(X) = 1cos(X)
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ r♦s❡tt❡ ❞❡ t②♣❡ ❝♦♥❝❤♦ï❞❡✳
✶✳✸✳ ●✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝♦❞❛♥t ✶✶
✕ s❡❝t✐♦♥s ❝♦♥✐q✉❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ✿
r =
AB
1 +B cos(θ −ANG) 0 < B < 1
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✷ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ r♦s❡tt❡ ❞❡ t②♣❡ s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥✐q✉❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡✳
✕ s❡❝t✐♦♥s ❝♦♥✐q✉❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ✿
r =
AB
1 +B cos(θ −ANG) B > 1
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✸ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ r♦s❡tt❡ ❞❡ t②♣❡ s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥✐q✉❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✳
❉❛♥s ❧❡✉r ❜r❡✈❡t ♣✉❜❧✐é ❡♥ ✷✵✵✻✱ ❑✐✉❝❤✐ ❡t ▼❛ts✉♠♦t♦ ❬❑✐✉❝❤✐ ✷✵✵✻❪ ♣r♦♣♦s❡♥t
✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝♦❞❛♥t ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❞é✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ♠♦t✐❢ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ❝♦♥st✐✲
t✉é❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❢❡r♠é❡ ♣ré✲❝❤♦✐s✐❡✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✹ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦✉r❜❡ ❢❡r♠é❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡ ♠♦t✐❢ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐❧❧✉stré ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❧❡ ❝❤♦✐① s✬❡st ♣♦rté s✉r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ à ❞❡✉① ❧♦❜❡s ❀
❞✬❛✉tr❡s ♠♦t✐❢s ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ❝❤♦✐s✐s✳
✶✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▲❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s
❈❡ ♠♦t✐❢ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡st ré♣été n ❢♦✐s ❡♥ ❧✉✐ ❢❛✐s❛♥t s✉❜✐r ❞❡s r♦t❛t✐♦♥s ❞✬❛♥❣❧❡
pi
n
✭♠♦❞✉❧♦ pi✮ ❛✈❡❝ n ❡♥t✐❡r✱ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♠♦t✐❢ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ♣❛r ❛❜✉s
❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ✿ ✓ r♦s❛❝❡ ✔✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✺ ✕ ✓ ❘♦s❛❝❡ ✔ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r n = 6 r♦t❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦t✐❢ é❧é♠❡♥t❛✐r❡
❞✬❛♥❣❧❡
pi
6
✳
❯♥❡ ❤♦♠♦t❤ét✐❡ ❡st ré❛❧✐sé❡ s✉r ❧❡ ♠♦t✐❢ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❛✜♥ ❞❡ ❝ré❡r ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡
♠♦t✐❢ ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦t✐❢✳ ▲✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ♠♦t✐❢s s❡rt à ❝♦❞❡r ❧✬✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡❧♦♥ ✉♥❡ t❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✻ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ t❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✴é❝❛rt ❡♥tr❡ ❞❡✉①
♠♦t✐❢s ❞❡ ❧❛ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ✓ r♦s❛❝❡ ✔ ✐♥s❝r✐t❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❡r❝❧❡ ❞❡ ✹✷✱✺ ♠♠ ❞❡
❞✐❛♠ètr❡ ❞✬❛♣rès ❑✐✉❝❤✐ ❡t ▼❛ts✉♠♦t♦ ❬❑✐✉❝❤✐ ✷✵✵✻❪✳
✭❛✮ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ✓ ✯✷✻✹★ ✔ ✭❜✮ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ✓ ✯✽✸✶★ ✔
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✼ ✕ ❊①❡♠♣❧❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ à ❝♦❞❡r ♣♦✉r p = 6
❝♦❞❛♥t ✓ ✯✷✻✹★ ✔ ❡♥ ✭❛✮ ❡t ✓ ✯✽✸✶★ ✔ ❡♥ ✭❜✮✳
✶✳✸✳ ●✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝♦❞❛♥t ✶✸
❈❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠♦t✐❢ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ r♦s❛❝❡ q✉✐ ❡st s✉♣❡r✲
♣♦sé❡ à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✳ ❈❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ✓ r♦s❛❝❡s ✔ ❡st ré✐téré p ❢♦✐s ♣♦✉r
❞♦♥♥❡r ❛✉ ✜♥❛❧ ✉♥❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ n ♠♦t✐❢s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❡t ❞❡ p
r♦s❛❝❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✽ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❣é♥éré❡ ♣♦✉r p = 6 ❡t n = 6✱ ❝♦♠✲
♣♦rt❛♥t ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❯♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞✉ ❝♦❞❛❣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♠♦❞✐✜❡r ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s
♠♦t✐❢s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡ à ✐♥❝❧✉r❡✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡♥✈✐s❛❣❡r ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s
❞❡✉① ❝♦❞❛❣❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ♣♦rt❡r ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❧✬❡s♣❛❝❡♠❡♥t ❡♥tr❡
♠♦t✐❢s ❡t ♣❛r ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡s ♠♦t✐❢s✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✾ ✕ Pr♦❝é❞é ❞❡ ❧❡❝t✉r❡ ❞❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳
❑✐✉❝❤✐ ❡t ▼❛ts✉♠♦t♦ ré❛❧✐s❡♥t ❧✬❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♣❛r
♥✉♠ér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♣✉✐s ♣❛r ♣❛ss❛❣❡ à ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ♣❛r ❝❛❧❝✉❧ ♥✉♠ér✐q✉❡✳
❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❢❛✐r❡ ❞✉ ✓ t❡♠♣❧❛t❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✔ ❡♥tr❡ ❧❡
s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡ ❧❛ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡ à ✐❞❡♥t✐✜❡r ❡t ❞✬❛✉tr❡s s♣❡❝tr❡s ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ✉♥❡
❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❯♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ✉♥ ♣✐❝ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❝❡ ♣✐❝ ❡st
❛❧♦rs ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣✉✐s ❝♦♠♣❛ré❡ à ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ♣ré✲❞ét❡r♠✐♥é❡s ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ✉♥❡
❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛✜♥ ❞❡ ❞é❝♦❞❡r ❧❡ s②♠❜♦❧❡✱ ♦✉ ❡♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❞✉
✓ t❡♠♣❧❛t❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✔ s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞✬✉♥ ♣✐❝✳ ❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ❞❡r♥✐èr❡
♠ét❤♦❞❡ é✈♦q✉é❡✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ♣✐❝s ❞❡ ❧❛
tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✳
✶✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▲❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✵ ✕ ❙♣❡❝tr❡s ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝♦♥t❡✲
♥❛♥t ❝❤❛❝✉♥❡ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t❡✳
❯♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❑✐✉❝❤✐ ❡t ▼❛ts✉♠♦t♦ ❡st ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝♦✉❧❡✉rs✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡ ❝②❛♥
✭❝♦❞❛♥t ✓ ✯✷✹✻★ ✔✮ ❡t ❞✬✉♥❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡ ♠❛❣❡♥t❛ ✭❝♦❞❛♥t ✓ ✯✽✸✶★ ✔✮ ♣r♦❞✉✐t ❧❛
❣✉✐❧❧♦❝❤❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✶ ✕ ●✉✐❧❧♦❝❤❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝♦✉❧❡✉r ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡ ❝②❛♥ ❡t ❞✬✉♥❡
❣✉✐❧❧♦❝❤❡ ♠❛❣❡♥t❛✳
▲❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❡st ❛❧♦rs ré❛❧✐sé❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ✜❧tr❡s ❝♦❧♦rés ❡t ❞♦♥♥❡ ✿
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✷ ✕ ●✉✐❧❧♦❝❤❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ✜❧tr❡ r♦✉❣❡ ✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ❛✈❡❝ ❧❡ ✜❧tr❡ ✈❡rt
✭à ❞r♦✐t❡✮✳
✶✳✸✳ ●✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝♦❞❛♥t ✶✺
❯♥❡ ❛✉tr❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❡st ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❛♥s
❧❛q✉❡❧❧❡ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❡st ♣ré✈✉ ♣♦✉r ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞✐❢✲
❢ér❡♥ts✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✸ ✕ ❉❡✉① ❢♦r♠❡s ❞❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈✐❞❡ ♣♦✉✈❛♥t ❛❝❝✉❡✐❧❧✐r ❞❡
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
■♥s❡rt✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡ ✓ ✯✷✹✻★ ✔ ✿
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✹ ✕ ❉❡✉① ❢♦r♠❡s ❞❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✓ ✯✷✹✻★ ✔ ❛
été ✐♥séré❡✳
■♥s❡rt✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡ ✓ ✯✽✸✶★ ✔ ✿
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✺ ✕ ❉❡✉① ❢♦r♠❡s ❞❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✓ ✯✽✸✶★ ✔ ❛
été ✐♥séré❡✳
✶✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▲❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s
❯♥❡ ❛✉tr❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜r❡✈❡t ♣✉❜❧✐é ♣❛r ❋❛♥✱ ❊s❝❤✲
❜❛❝❤ ❡t ❙t✐♥❡❤♦✉r ❡♥ ✷✵✵✼ ❬❋❛♥ ✷✵✵✼❪✱ ♦ù ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ✐♥séré❡ ♣❛r ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥
✐♠♣❡r❝❡♣t✐❜❧❡ à ❧✬÷✐❧ ♥✉ ❞✬✉♥ ♠♦t✐❢ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡ ♣❛✈❛❣❡ ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✬✉♥
❞♦❝✉♠❡♥t ❛✈❡❝ ♣♦✐♥ts ✜①❡s ❛✉ r❛❝❝♦r❞❡♠❡♥t✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❤♦✐s✐r
✉♥ ♠♦t✐❢ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ q✉✐ s❡r❛ ré♣été ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ❧❡ ❢♦♥❞ ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t ✿
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✻ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠♦t✐❢ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❞♦♥t ❧❛ ré♣ét✐t✐♦♥ ❝♦♥st✐t✉❡r❛ ❧❡ ❢♦♥❞
❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t✳
❈❡ ♠♦t✐❢ ♥✬❡st ♣❛s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ♠❛✐s t❡❧ q✉❡ s❡s ❝♦♥t♦✉rs
r❡s♣❡❝t❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❥✉①t❛♣♦s✐t✐♦♥ ❜♦r❞ à ❜♦r❞ ❞❡ ❞❡✉① ♠♦t✐❢s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❀
❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❞✉ ❢♦♥❞ ❡st ♣rés❡r✈é❡✳
▲❛ ré♣ét✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠♦t✐❢ n ❢♦✐s ❡♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡t m ❢♦✐s ❡♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ❣é♥èr❡ ❧❡ ❢♦♥❞
s♦✉❤❛✐té ✿
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✼ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ré♣ét✐t✐♦♥ ❞✉ ♠♦t✐❢ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ n = 8 ❢♦✐s ❡♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧
❡t m = 5 ❢♦✐s ❡♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❡ ❢♦♥❞ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✽ ✕ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❢♦♥❞ ♦❜t❡♥✉ s✉r ✉♥ ❞♦❝✉♠❡♥t ✜❞✉❝✐❛✐r❡ ❞❡ t②♣❡
❝❤èq✉❡ ❜❛♥❝❛✐r❡✳
✶✳✸✳ ●✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝♦❞❛♥t ✶✼
❆✜♥ ❞❡ ❝♦❞❡r ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❝❡ ♠♦t✐❢ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ✈❛ s✉❜✐r ❞❡s ♣❡t✐t❡s
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞✉ ♠♦t✐❢ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ❞✐✛ér❡♥ts s②♠❜♦❧❡s ✈♦♥t êtr❡ ❣é♥érés
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❞❡ M × K ♣♦✐♥ts ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ❧❡
♠♦t✐❢ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ ❈❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r s❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
(m, k)✳
▲❡ ♠♦t✐❢ ✐♥✐t✐❛❧ ❡st ❞é❝♦✉♣é ❡♥ ❞❡✉① ③♦♥❡s ✿ ✉♥❡ ③♦♥❡ ✐♥tér✐❡✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à
✉♥ r❡❝t❛♥❣❧❡ ✐♥s❝r✐t à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ♠♦t✐❢ ✐♥✐t✐❛❧ ❡t ✉♥❡ ③♦♥❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ❢♦r♠é❡ ♣❛r
❧❛ ❜♦r❞✉r❡ ❡♥t♦✉r❛♥t ❧❛ ③♦♥❡ ✐♥tér✐❡✉r❡✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✾ ✕ ❉é❝♦✉♣❛❣❡ ❞✉ ♠♦t✐❢ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡♥ ❞❡✉① ③♦♥❡s ✿ ✉♥❡ ③♦♥❡ ✐♥tér✐❡✉r❡
❡t ✉♥❡ ③♦♥❡ ❡①tér✐❡✉r❡✳
❙❡✉❧s ❧❡s ♣✐①❡❧s ❞✉ ♠♦t✐❢ s✐t✉és ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ✐♥tér✐❡✉r❡ s✉❜✐r♦♥t ❞❡s tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s✳ ▲❛ ③♦♥❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ❞✉ ♠♦t✐❢ ♥❡ ❞♦✐t s✉❜✐r ❛✉❝✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❝❛r ♣♦✉r
❣❛r❞❡r ✉♥❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♣❛r❢❛✐t❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦t✐❢s✱ ✐❧ ♥❡ ❢❛✉t ♣❛s q✉❡ ❧❛ ❥♦✐♥t✉r❡ ❡♥tr❡
❧❡s ❢♦r♠❡s s♦✐t ♠♦❞✐✜é❡ ❡t ❝ré❡ ❞❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés✳
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t (m, k) ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡✱ ❞❡✉① ♥♦♠❜r❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s rx(m, k) s❡❧♦♥
❧✬❛①❡ ❞❡s ❛❜s❝✐ss❡s ❡t ry(m, k) s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ ❞❡s ♦r❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❣é♥érés✳ ❙✐ ❧❡ ♣✐①❡❧ ❞❡
❧❛ ❢♦r♠❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ s❡ tr♦✉✈❡ s✉r ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ✐♥tér✐❡✉r❡✱ ✐❧ ❡st ❞é❝❛❧é ❞✉ ✈❡❝t❡✉r[
rx
ry
]
✳ ❙✐ ❧❡ ♣✐①❡❧ ❡st s✉r ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ③♦♥❡ ✐♥tér✐❡✉r❡ ❡t ❧❛ ③♦♥❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ♦✉
❜✐❡♥ s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ❡①tér✐❡✉r❡✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❞é❝❛❧❛❣❡✳ ❊♥✜♥✱ s✐ ❧❡ ♣✐①❡❧
❡st ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ✐♥tér✐❡✉r❡ ♠❛✐s ♣❛s s✉r ❧❛ ❣r✐❧❧❡✱ s♦♥ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❡st ✉♥❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
❞❡s ❞é❝❛❧❛❣❡s ❞❡ s❡s q✉❛tr❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ✈♦✐s✐♥s✳ ❚♦✉t❡ ♠ét❤♦❞❡
❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
❜✐❧✐♥é❛✐r❡✳
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✵ ✕ ▼♦t✐❢ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡t s②♠❜♦❧❡ ♦❜t❡♥✉ ✭❛✮ ❛♣rès ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
❛♣♣❧✐q✉é❡s s✉r ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ✭❜✮✳
✶✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▲❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s
❊♥ ❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r ❧é❣èr❡♠❡♥t ❧❡s ❞✐st♦rs✐♦♥s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝ré❡r ✉♥ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡
❞❡ ♠♦t✐❢s ❝♦♠♣♦rt❛♥t ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s②♠❜♦❧❡s ❞✐st✐♥❝ts✳ ❊♥ ❧❡✉r ❛ss♦❝✐❛♥t ✉♥
❝♦❞❡✱ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝❡s ♠♦t✐❢s ♣❡✉✈❡♥t ❛✐♥s✐ s❡r✈✐r ❛✉ ❝♦❞❛❣❡
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛tr❡ ❧❡ttr❡s ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❧❛t✐♥ à q✉❛tr❡
♠♦t✐❢s ❞✐st✐♥❝ts✳
▲❛ r❡st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠♦t✐❢s ❡st ré❛❧✐sé❡ ❡♥ ❞❡✉①
ét❛♣❡s ❛♣rès ♥✉♠ér✐s❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ s❝❛♥♥❡r ✭♦✉ ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢
❝♦♠♣♦rt❛♥t ✉♥ ❝❛♣t❡✉r✮ ✿ ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦t✐❢s ❡t ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡
❞é❝♦❞❛❣❡✳ ▲❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡s ♠♦t✐❢s ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ❛ss❡③ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞✉ ❢♦♥❞ ❡t ❞❡s ❛✉tr❡s
é❧é♠❡♥ts ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t ♣♦✉r q✉✬✐❧s ♣✉✐ss❡♥t êtr❡ ❡①tr❛✐ts ♣❛r ✉♥ s✐♠♣❧❡ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ♦✉
✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝❤r♦♠❛t✐q✉❡s✳
▲❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❝❡ ❜r❡✈❡t s✬ét❡♥❞❡♥t ♣❡✉ s✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❡♥ ❛✣r♠❛♥t
q✉❡ t♦✉t❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ✭t❡♠♣❧❛t❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✮ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡✳
▲✬✐♠❛❣❡ ❡①tr❛✐t❡ ét❛♥t ❞é❝♦✉♣é❡ ❡♥ ❜❧♦❝s r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❞❡ ♠ê♠❡ t❛✐❧❧❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡
❝♦♠♣❛r❡r t♦✉s ❧❡s ♠♦t✐❢s ❞✉ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❛✉ ❜❧♦❝ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ à ✐❞❡♥t✐✜❡r ❡t ❞❡
r❡t❡♥✐r ❝❡❧✉✐ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r s❝♦r❡ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❛ss♦❝✐❡r ✉♥ s②♠❜♦❧❡ à ✉♥ ♠♦t✐❢✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s s✉✐✈❛♥t❡ ❞♦♥♥❡ ✿
❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✷ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✬✉♥ ❢♦♥❞ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❝❡ ❜r❡✈❡t✳
❯♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♣❧✉s sé❝✉r✐sé❡ ❬❋❛♥ ✷✵✵✼❪ ❝♦♥s✐st❡ à ré❛❧✐s❡r ✉♥ ♣ré✲❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é♣❛rt ❛✈❛♥t ❞❡ ❧✉✐ ❛ss♦❝✐❡r ❧❡s ♠♦t✐❢s ♦✉ s②♠❜♦❧❡s ❞✉ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡✳
✶✳✹✳ ●✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ✶❉ ❝♦❞❛♥t ✶✾
✶✳✹ ●✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ✶❉ ❝♦❞❛♥t
▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ♥✬❡st ♣❧✉s ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ❞✐t ✉♥ ❣❛❣❡ ❞❡ sé❝✉r✐té✳
▲❛ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦✉r❜❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ à ❞✐r❡❝t✐♦♥
♣r✐✈✐❧é❣✐é❡ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s s✉r ❧❡s ❝❛rt❡s ❞✬✐❞❡♥t✐té ❢r❛♥ç❛✐s❡s ✭❝❢ ❋✐❣✳ ✶✳✹✮✳ ▲❡
❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ❡✛❡❝t✉é ❡♥ ❥♦✉❛♥t s✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡
♣♦s✐t✐♦♥ ♦✉ ❞✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ❧❛ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞✬❡s♣❛❝❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s✱ ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✈✐s✲à✲✈✐s ❞✬✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ✓ ✈✐rt✉❡❧ ✔ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦♣♦s❡♥t ❘❤♦❛❞s
❡t ❘♦❞r✐❣✉❡③ ❞❛♥s ❧❡✉r ❜r❡✈❡t ♣✉❜❧✐é ❡♥ ✷✵✵✾ ❬❘❤♦❛❞s ✷✵✵✾❪✳ ▲❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞✉ t❛❜❧❡❛✉
✈✐rt✉❡❧ ❥♦✉❡♥t ❧❡ rô❧❡ ❞❡ ♣ô❧❡s ❞✬❛✐♠❛♥ts ♣r♦✈♦q✉❛♥t ✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❧❛
❣✉✐❧❧♦❝❤❡✳
✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮
❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✸ ✕ ❈♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r ✭❛✮ P♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡ ✈✐s✲à✲
✈✐s ❞✬✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ✓ ✈✐rt✉❡❧ ✔ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ✲ ✭❜✮ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s
✲ ✭❝✮ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❬❘❤♦❛❞s ✷✵✵✾❪✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✐♠❛❣✐♥❡r q✉❡ ❧❛ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
♣❛r❛♠étré❡ y = f(x; a1, .., an) à ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❢❛✐t s✉❜✐r ✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❝♦❞❡r
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❬❈♦❧t✉❝ ✷✵✶✶❪ ❡t ❢❛❝✐❧✐t❡r ❛✐♥s✐ ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❬❘✐✈♦✐r❡ ✷✵✶✷❪✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❝♦❞é❡ ♣❛r r❛❝❝♦r❞❡♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡
♣ér✐♦❞❡s ❞❡ s✐♥✉s♦ï❞❡s ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s f0 = 2f1 ♣♦✉r ❧❡s ❜✐ts à 0 ❡t f1 ♣♦✉r ❧❡s ❜✐ts à 1✱
♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❡t ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞✬✉t✐❧✐s❡r
❞❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ❝②❛♥ s✉r ❞❡s ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡s ❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✱ ❝♦♠♠❡
❝❡❧❧❡s ❞❡s ❝❛rt❡s ❞✬✐❞❡♥t✐té ❢r❛♥ç❛✐s❡s ❛❝t✉❡❧❧❡s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs ✉♥❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡
❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✸✹✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✹ ✕ ●✉✐❧❧♦❝❤❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡✉① ❢réq✉❡♥❝❡s ♣♦✉r ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❜✐♥❛✐r❡✳
✷✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▲❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s
▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛sq✉❛❣❡ ❝♦❧♦ré ❢❛❝✐❧✐t❡r❛ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡t ❞♦♥❝
❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞✉ r❡st❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤é❡ s❡ ♣rés❡♥t❡r❛ s♦✉s
❢♦r♠❡ ✿
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✺ ✕ ■♠❛❣❡ ❞❡ ▲❡♥❛ ❣✉✐❧❧♦❝❤é❡ ✭❛✮ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦❞❡ ✭❜✮✳
❉❛♥s ✉♥ s♦✉❝✐ ❞✬❡st❤ét✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡✱ ✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ tr❛♣é③♦ï✲
❞❛❧❡ ♣♦✉rr❛ êtr❡ ❡♥✈✐s❛❣é❡ ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ♣❡♥t❡s tr♦♣ ❜r✉sq✉❡s ❡t
❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r r❛❝❝♦r❞❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦rt✐♦♥s ❞❡ s✐❣♥❛✉① ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
❢réq✉❡♥❝❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✻ ✕ ●✉✐❧❧♦❝❤❡ à ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ tr❛♣é③♦ï❞❛❧❡✳
◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❍♦✉❣❤ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❝❛r ✉♥❡ ❞❡ s❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♣r♦♣r✐étés
❡st s❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❬▼❛❧✐s ✷✵✵✺❪ ✿ ✉♥❡ ♣❡rt❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
à ❞ét❡❝t❡r ♣❡✉t êtr❡ t♦❧éré❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t s✬❛✈ér❡r très ✉t✐❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✐♠❛❣❡s
❜r✉✐té❡s✳
❘❛♣♣❡❧ ✿ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❍♦✉❣❤ ●é♥ér❛❧✐sé❡
❍✐st♦r✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❍♦✉❣❤ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛ été ♣✉❜❧✐é❡ ♣❛r P❱❈ ❍♦✉❣❤
❞❛♥s ✉♥ ❜r❡✈❡t ❞❡ ✶✾✻✷ ❬❍♦✉❣❤ ✶✾✻✷❪✱ ♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❞❡ ♣♦✐♥ts ❛✈❡❝
✉♥ ♦s❝✐❧❧♦s❝♦♣❡ ❡t ❞❡✉① ❝❛♠ér❛s ✈✐❞é♦✳
✶✳✹✳ ●✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ✶❉ ❝♦❞❛♥t ✷✶
Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❍♦✉❣❤ ❧✐♥é❛✐r❡ ✿
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❍♦✉❣❤ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭❚❍▲✮ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞ét❡❝t❡r
❧❡s ❞r♦✐t❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❜✐♥❛✐r❡ ♣❡✉t s❡ rés✉♠❡r ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
◆♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♣♦❧❛✐r❡ ❞✬✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✐♠❛❣❡ s✬❡①♣r✐♠❡ ♣❛r ✿
r = x cosθ + y sinθ
❉❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ à ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♣♣❡❧é ✓ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍♦✉❣❤ ✔ ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡
❧✬❡s♣❛❝❡ ✐♠❛❣❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s (r, θ)✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✼ ✕ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❍♦✉❣❤ ❞✬✉♥❡ ❞r♦✐t❡✳
P❛r ✉♥ ♣♦✐♥t ♦✉ ♣✐①❡❧ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣♦❧❛✐r❡s (r0, θ0) ♣❡✉✈❡♥t
♣❛ss❡r ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ❞r♦✐t❡s✳ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍♦✉❣❤ ❞❡ ❝❡s ❞r♦✐t❡s
❡st ✉♥❡ s✐♥✉s♦ï❞❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ r = r0 cos(θ − θ0)✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✽ ✕ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❍♦✉❣❤ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t✳
✷✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▲❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s
❆✐♥s✐ ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ♣❛ss❛♥t ♣❛r n ♣✐①❡❧s ❡st ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ n s✐♥✉s♦ï❞❡s
❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍♦✉❣❤✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✾ ✕ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❍♦✉❣❤ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❛❧✐❣♥és✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❍♦✉❣❤ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❜❛❧❛②❡r ❧✬❡s♣❛❝❡
✐♠❛❣❡ à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♣✐①❡❧s ♥♦♥ ♥✉❧s✳ P♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ♣✐①❡❧s ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
♣♦❧❛✐r❡s (r0, θ0)✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ r = r0 cos(θq − θ0) ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r θq ❞❡ 0
à pi s❡❧♦♥ ✉♥ ♣❛s ♣ré❞é✜♥✐✳
▲❛ ✈❛❧❡✉r r ❡st q✉❛♥t✐✜é❡ ❡♥ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r rq ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ✈♦✉❧✉❡✳ ❊♥s✉✐t❡ ❧❛
❝❛s❡ (θq, rq) ❞✬✉♥ t❛❜❧❡❛✉✱ ❛♣♣❡❧é ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡✉r✱ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍♦✉❣❤ ❡st
✐♥❝ré♠❡♥té❡✳
▲♦rsq✉❡ t♦✉s ❧❡s ♣✐①❡❧s ♥♦♥ ♥✉❧s ♦♥t été tr❛✐tés✱ ❧❡s ♣✐❝s ❞❡ ❧✬❛❝❝✉♠✉❧❛t❡✉r
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s ♣♦✐♥ts ❛❧✐❣♥és ❞♦♥❝ à ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡
✐♠❛❣❡✳
❊♥s✉✐t❡ ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦♥t été ❛♣♣♦rté❡s à ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❍♦✉❣❤ ❧✐♥é❛✐r❡
♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r ❞❡s ❢♦r♠❡s ❞é✜♥✐❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ❝❡r❝❧❡s✱ ❧❡s ❡❧❧✐♣s❡s✱✳✳✳
Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❍♦✉❣❤ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ✿
▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❍♦✉❣❤ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ✭❚❍●✮✱ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❡♥ ✶✾✼✷ ♣❛r ❘✳ ❉✉❞❛ ❡t
P✳ ❍❛rt✱ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r ❞❡s ❢♦r♠❡s ❛r❜✐tr❛✐r❡s ❞♦♥t ♦♥ ♥❡ ❝♦♥♥❛✐t
♣❛s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✵ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ ❜✐♥❛r✐sé❡ à ❞ét❡❝t❡r✳
✶✳✹✳ ●✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ✶❉ ❝♦❞❛♥t ✷✸
▲❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❜✐♥❛r✐sé❡ ❞♦♥♥é❡ s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t
❜✐♥❛r✐sé❡ s❡ ❢❛✐t ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s ✿
❊t❛♣❡ ✶ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✓ ❘✲t❛❜❧❡ ✔ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ r❡❝❤❡r❝❤é❡✳
▲❛ ❢♦r♠❡ à ❞ét❡❝t❡r ét❛♥t ❝♦♥♥✉❡✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥
❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ t❛❜❧❡ ❛tt❛❝❤é❡ à ❧❛ ❢♦r♠❡ ❛♣♣❡❧é❡ ✓ ❘✲t❛❜❧❡ ✔✳
▲❛ ✓ ❘✲t❛❜❧❡ ✔ ❡st ✉♥❡ t❛❜❧❡ à k ❡♥tré❡s✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ✐♥❞❡①é❡ ♣❛r ✉♥ ❛♥❣❧❡ Φi ❛✈❡❝
i ∈ [1, ...,K] q✉✐ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❞❡ 0 à 180◦ ♣❛r ♣❛s ❞❡ 180k ❞❡❣rés✱ ♦ù k ❡st ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥
❞❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡✳
❯♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ C = (xc, yc) ❡st ❝❤♦✐s✐ q✉❡❧q✉❡ ♣❛rt à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ à ❞ét❡❝t❡r ❀ ❝❡ ♣♦✐♥t ♣❡✉t✲êtr❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡✳
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥tM = (x, y) ❞✉ ❝♦♥t♦✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡✱ tr♦✐s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ✿
✕ ▲❡ ♠♦❞✉❧❡ r ❞✉ ✈❡❝t❡✉r
−−→
CM ✳
r =
√
(x− xc)2 + (y − yc)2
✕ ▲✬❛♥❣❧❡ β ❞✉ ✈❡❝t❡✉r
−−→
CM ❛✈❡❝ ❧✬❛①❡ ❞❡s ❛❜s❝✐ss❡s✳
β = Arctan
(
y − yc
x− xc
)
✕ ▲✬❛♥❣❧❡ γ q✉❡ ❢❛✐t ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❛✈❡❝ ❧✬❛①❡ ❞❡s ❛❜s❝✐ss❡s✳
▲❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs (r, β) ❡st é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥❞❡① Φi ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡
❞❡ γ✳
Φ1 = 0 (r, β)
1
1 (r, β)
1
2 (r, β)
1
3 ✳ ✳ ✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
Φj (r, β)
j
1 (r, β)
j
2 (r, β)
j
3 ✳ ✳ ✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
Φk = pi (r, β)
k
1 (r, β)
k
2 (r, β)
k
3 ✳ ✳ ✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✶ ✕ ❚❛❜❧❡ ✓ ❘✲t❛❜❧❡ ✔ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ à ❞ét❡❝t❡r✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ■❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ✓ ❘✲t❛❜❧❡ ✔ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❢♦r♠❡
❞✐✛ér❡♥t❡ à ❞ét❡❝t❡r✳
❊t❛♣❡ ✷ ✿ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❡t s❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✳
✕ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ H(xc, yc)✱ ❛♣♣❡❧é❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❞❡
♠ê♠❡ t❛✐❧❧❡ q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡st ✐♥✐t✐❛❧✐sé❡ à ✵✳
✷✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▲❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s
✕ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ (x, y) ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❛②❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✶✱ ❧✬❛♥❣❧❡ γ q✉❡ ❢❛✐t
❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❛✈❡❝ ❧✬❛①❡ ❞❡s ❛❜s❝✐ss❡s ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡✳
❊♥s✉✐t❡ ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧✬✐♥❞❡① Φi ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡
❞❡ γ✳
P✉✐s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ (r, β) ❞❡ ❧❛ iè♠❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ✓ ❘✲t❛❜❧❡ ✔ ✱ ❧❡s
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✉ ♣♦✐♥t (xc, yc) s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ❛✈❡❝ ✿{
xc = x+ rcosβ
yc = y + rsinβ
❡t ❧❡ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ✐♥❝ré♠❡♥té ✿
H(xc, yc) = H(xc, yc) + 1
✕ ▲♦rsq✉❡ t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❛②❛♥t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ 1 ♦♥t été tr❛✐tés✱ ❧❡s ♣✐❝s ❞❡
✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥
❞❡s ❢♦r♠❡s ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✳
❉é❝♦❞❛❣❡ ♣❛r ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❍♦✉❣❤ ●é♥ér❛❧✐sé❡
▲❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❡st ré❛❧✐sé ❡♥ q✉❛tr❡ ét❛♣❡s✳
❊t❛♣❡ ✶ ✿
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ♣❛r ✉♥❡ s✐♠♣❧❡
❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝❤r♦♠❛t✐q✉❡ ❝②❛♥✳
❊t❛♣❡ ✷ ✿
▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s s❡❣♠❡♥ts ❝♦❞❛♥t ❧❡s ❜✐ts à
❧✬ét❛t 0✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ à ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s❡❣♠❡♥ts ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ f0✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s
✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❍♦✉❣❤ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦t✐❢ s✉✐✈❛♥t ✿
❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✷ ✕ ▼♦t✐❢ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ f0 ❝♦❞❛♥t ❧❡s ❜✐ts à ❧✬ét❛t 0✳
❯♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♣✐❝s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❡r ❧❛ ♣♦s✐✲
t✐♦♥ ❞❡s ♠♦t✐❢s ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ f0 ❞✉ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ✭❋✐❣✳ ✶✳✹✸✮✳
✶✳✹✳ ●✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ✶❉ ❝♦❞❛♥t ✷✺
✭❛✮ ▼❛tr✐❝❡ ❞✬❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❚❍●
♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s s❡❣♠❡♥ts ❞❡ ❢ré✲
q✉❡♥❝❡ f0✳
✭❜✮ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s s❡❣♠❡♥ts ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡
f0✳ ▲❡s r♦♥❞s ❜❧❡✉s ✐♥❞✐q✉❡♥t ❧❡s s❡❣✲
♠❡♥ts ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ f0 ❞ét❡❝tés✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✸ ✕ ❉é❝♦❞❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡ ♣❛r tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❍♦✉❣❤ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ✿
❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❜✐ts à ❧✬ét❛t 0✳
❊t❛♣❡ ✸ ✿
▲✬ét❛♣❡ ✸ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❧✬ét❛♣❡ ✷✱ s❡✉❧ ❧❡ ♠♦t✐❢ r❡❝❤❡r❝❤é ❞✐✛èr❡ ❀ ❡♥ ❡✛❡t✱ ❧❡
♠♦t✐❢ r❡❝❤❡r❝❤é ❡st ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ f1 ❝♦❞❛♥t ❧❡s ❜✐ts à ❧✬ét❛t 1 ✭❋✐❣✳ ✶✳✹✺✮✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✹ ✕ ▼♦t✐❢ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ f1 ❝♦❞❛♥t ❧❡s ❜✐ts à ❧✬ét❛t 1✳
✭❛✮ ▼❛tr✐❝❡ ❞✬❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❚❍●
♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s s❡❣♠❡♥ts ❞❡ ❢ré✲
q✉❡♥❝❡ f1✳
✭❜✮ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s s❡❣♠❡♥ts ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡
f1✳ ▲❡s r♦♥❞s r♦✉❣❡s ✐♥❞✐q✉❡♥t ❧❡s s❡❣✲
♠❡♥ts ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ f1 ❞ét❡❝tés✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✺ ✕ ❉é❝♦❞❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡ ♣❛r tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❍♦✉❣❤ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ✿
❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❜✐ts à ❧✬ét❛t 1✳
✷✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▲❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s
❊t❛♣❡ ✹ ✿
▲❡ r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ❛✉① ét❛♣❡s ✷ ❡t ✸ ♣❡r♠❡t ❞❡
r❡st✐t✉❡r ❧❡ ❝♦❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡✳
◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❡①♣❧♦ré ♣❧✉s ❡♥ ❛✈❛♥t ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ♠♦❞✉❧é❡s ❡♥
❢réq✉❡♥❝❡ ❞♦♥t ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ♠ér✐t❡r❛✐t ❞✬êtr❡ r❡♥❞✉ r♦❜✉st❡ à ❧❡✉r ❝❤❡✈❛✉❝❤❡♠❡♥t✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❡ t❡❧❧❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ♣❡✉✈❡♥t ♥❡ ♣❛s êtr❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡s ❞✬✉♥
♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ✈✐s✉❡❧✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡st❤ét✐q✉❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❞♦♥❝ ♦r✐❡♥tés ✈❡rs
✉♥❡ ❛✉tr❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ♠♦❞✉❧é❡s ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✿ ❞❡s
❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❝réé❡s ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸
❝♦♠♠❡♥t ✐♥sér❡r ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞é❝r✐t❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✱ ❞❛♥s ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s
❡t ❝♦♠♠❡♥t ❧❛ ❞é❝♦❞❡r✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✷
❍❛❝❤❛❣❡ ♣❡r❝❡♣t✉❡❧ r♦❜✉st❡
❞✬✐♠❛❣❡
❙♦♠♠❛✐r❡
✷✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ❤❛❝❤❛❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼
✷✳✶✳✶ ❍❛❝❤❛❣❡ ❞✬✉♥ ❞♦❝✉♠❡♥t ♥✉♠ér✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼
✷✳✶✳✷ ❍❛❝❤❛❣❡ ♣❡r❝❡♣t✉❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽
✷✳✶✳✸ ❉✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ s✐❣♥❛t✉r❡s ✿ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾
✷✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ r♦❜✉st❡ ❞❡ ▼✐❤ç❛❦✲❱❡♥❦❛t❡s❛♥ ✳ ✳ ✳ ✷✾
✷✳✷✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾
✷✳✷✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❇ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶
❊♥ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❡✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡
❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛✜♥ ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧✬✐♥té❣r✐té ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❉❛♥s ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ ♠✉❧t✐♠é❞✐❛✱ ❝❡tt❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞♦✐t ♣♦✉✈♦✐r êtr❡ r♦❜✉st❡ à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ✲ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✲ ♥❡ ❣ê♥❛♥t ♣❛s ❧❛ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ✈✐✲
s✉❡❧❧❡✳ ❆✐♥s✐ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ✉♥ ♠❛sq✉❛❣❡ ♣❛rt✐❡❧ ✭r❛②✉r❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮ ❞❡ ❧❛ ♣❤♦t♦
❞✬✐❞❡♥t✐té✱ q✉✐ ♥✬❡♠♣ê❝❤❡ ♣❛s ❧❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉✱ ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s ❛✛❡❝t❡r
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ✉♥ ♠❛q✉✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ♣❤♦t♦ ✭t❡❧ q✉✬✉♥ ❛❥♦✉t ❞❡ s✐❣♥❡s
♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✮ ❞♦✐t ❡♥tr❛î♥❡r ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✳
✷✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ❤❛❝❤❛❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡
✷✳✶✳✶ ❍❛❝❤❛❣❡ ❞✬✉♥ ❞♦❝✉♠❡♥t ♥✉♠ér✐q✉❡
▲❡ ❜✉t ❞✉ ❤❛❝❤❛❣❡ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❞♦❝✉♠❡♥t ♥✉♠ér✐q✉❡ L ❡st ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡
❞❡ ✈ér✐✜❡r s♦♥ ✐♥té❣r✐té s❛♥s ❞✐s♣♦s❡r ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❛❧✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❡st ✉♥❡
❢♦r♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ s②♠❜♦❧❡s ✭❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ❜✐ts✮
❣é♥éré❡ s✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❡♠♣r❡✐♥t❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✜①❡✱ ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡ ♣❛s ❞❡ r❡♠♦♥t❡r
❛✉ ❞♦❝✉♠❡♥t ✐♥✐t✐❛❧✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ rés✉♠é❡✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés
s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ s ♣❡✉t êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ L✱
✕ L ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥é ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ s✱
✕ ■❧ ❡st r❛r❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡✉① ❞♦❝✉♠❡♥ts L ❡t L′ ✭❞✐✛ér❡♥t ❞❡ L✮ ❞❡ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r
❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ s′ = s✳
✷✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❍❛❝❤❛❣❡ ♣❡r❝❡♣t✉❡❧ r♦❜✉st❡ ❞✬✐♠❛❣❡
▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❧❡s ♣❧✉s ❝♦♥♥✉❡s s♦♥t ✿ ▼❉✲✺ ✭▼❡ss❛❣❡ ❉✐❣❡st ✺✮ ❡t
❙❍❆✲✶ ✭❙❡❝✉r❡ ❍❛s❤ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✮ ❞é❧✐✈r❛♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ s✉r ✶✷✽ ❜✐ts ❡t
✶✻✵ ❜✐ts✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❉❡ ❝❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ s❡✉❧❡ ❙❍❆✲✶ r❡st❡ ❡♥❝♦r❡ ✈❛❧✐❞❡
❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ sé❝✉r✐té✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❙❍❆✲✷✺✻ ♦✉ ❙❍❆✲✺✶✷ ✭❞é❧✐✈r❛♥t ❞❡s
❡♠♣r❡✐♥t❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s s✉r ✷✺✻ ❡t ✺✶✷ ❜✐ts r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✮ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉
❞❡ sé❝✉r✐té ❛❝❝r✉✳
▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ s♦♥t ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s
✜❝❤✐❡rs ❡t ❞❡s ♠♦ts ❞❡ ♣❛ss❡ ♠❛✐s ❛✉ss✐✱ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ✉♥❡ ❝❧é s❡❝rèt❡✱ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥
❞❡ ❝♦❞❡s ❞✬❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ s❡ ❞♦✐t ❞✬êtr❡✱ ♣♦✉r
❝❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ s❡♥s✐❜❧❡ à ❧❛ ♠♦✐♥❞r❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✿ ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥
s❡✉❧ ❜✐t ❞❛♥s ❧❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞♦✐t ❝❤❛♥❣❡r r❛❞✐❝❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✳
✷✳✶✳✷ ❍❛❝❤❛❣❡ ♣❡r❝❡♣t✉❡❧
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ✐♠❛❣❡s✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ♣❡r❝❡♣t✉❡❧ r♦❜✉st❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❡st t♦❧ér❛♥t❡ à ❝❡rt❛✐♥s ❞é❢❛✉ts ❛❝❝✐❞❡♥t❡❧s ♣♦✉✈❛♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ s✉r
❞❡s ✐♠❛❣❡s✳ ▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❞♦✐✈❡♥t ❛❧♦rs t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥
✈✐s✉❡❧❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s q✉✐ s❡ r❡ss❡♠❜❧❡♥t ✈✐s✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞♦✐✈❡♥t ❛✈♦✐r ❧❛ ♠ê♠❡
✈❛❧❡✉r ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✱ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✜①❡✱ ♦✉ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r très ♣r♦❝❤❡ ♠ê♠❡ s✐
❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣✐①❡❧s ❞❡ ❝❡s ✐♠❛❣❡s ❡st é❧❡✈é❡
✭❋✐❣✳ ✷✳✶✮✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ♣❡r❝❡♣t✉❡❧ r♦❜✉st❡✳
▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ é✈✐❞❡♥t❡ ❞✉ ❤❛❝❤❛❣❡ ♣❡r❝❡♣t✉❡❧ ❞✬✐♠❛❣❡ ❡st ❧✬❛✉t❤❡♥✲
t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♠❛✐s ✐❧ ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧✬✐♥❞❡①❛t✐♦♥ ♦✉ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✐♠❛❣❡
❞❛♥s ❧❡s ❜❛s❡s ❞✬✐♠❛❣❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ✓ s✐❣♥❛t✉r❡ ✔
♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ r♦❜✉st❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡✳
✷✳✷✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ r♦❜✉st❡ ❞❡ ▼✐❤ç❛❦✲❱❡♥❦❛t❡s❛♥ ✷✾
✷✳✶✳✸ ❉✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ s✐❣♥❛t✉r❡s ✿ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣
❉❛♥s ♥♦s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡s s❡r♦♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡
♠♦ts ❜✐♥❛✐r❡s✳ P♦✉r ❧❡s ❝♦♠♣❛r❡r✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣✱ q✉❡
♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s DH✳
▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♠♦ts ❜✐♥❛✐r❡s ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts
❞✐✛ér❡♥ts ❡♥tr❡ ❝❡s ♠♦ts✳
❊①❡♠♣❧❡ ✿
DH( 00000111 , 01010101 ) = 3
✷✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ r♦❜✉st❡ ❞❡ ▼✐❤ç❛❦✲
❱❡♥❦❛t❡s❛♥
P♦✉r ❧❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❞❡ ♥♦s ✐♠❛❣❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ r♦❜✉st❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡t❡♥✉ ❡st ❝❡❧✉✐ ♣r♦♣♦sé
♣❛r ▼✐❤ç❛❦ ❡t ❱❡♥❦❛t❡s❛♥ ❞❛♥s ❬▼✙❤ç❛❦ ✷✵✵✷❪ ❡t ❛♣♣❡❧é ✓ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❇ ✔ ♣❛r ❧❡s
❛✉t❡✉rs✳
❊♥ ❢❛✐t✱ ❛ss❡③ ♣❡✉ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ r♦❜✉st❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ♦♥t été t❡stés ❡♥
t❡r♠❡ ❞❡ r♦❜✉st❡ss❡ à ❧✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡
♣♦✐♥ts s❛✐❧❧❛♥ts ❛✈❡❝ ❞é❝✐s✐♦♥ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ r♦❜✉st❡ ❛✉① ♣♦✐♥ts ❛❜❡rr❛♥ts
t❡❧❧❡ q✉❡ ❞❛♥s ❬❨✉ ✷✵✵✼❪ ✭✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❬▼♦♥❣❛ ✷✵✵✺❪ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ❧❡ ❞ét❡❝t❡✉r ♣r♦♣♦sé
♣❛r ❬❩✐t♦✈á ✶✾✾✾❪✮ ❡st t❡sté❡ ❛✈❡❝ s✉❝❝ès ♣❛r ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❡♥ ✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡✳
❲✉ ❡t ❛❧✳ ❬❲✉ ✷✵✵✾❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r rés✐st❡r à ❧✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡
t♦✉t ❡♥ ét❛♥t s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❬❲✉ ✷✵✵✾❪✳ ▲❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
s♦♥t ❧à ✐ss✉❡s ❞✬✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥ts ❛♣♣❧✐q✉és à ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡
❘❛❞♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❢❛✐t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❇ ❝❛r ✐❧
✐♥tè❣r❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ✉♥ ✜❧tr❛❣❡ ❞✬♦r❞r❡ ❡t ✉♥ ✜❧tr❛❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞❡ ❧✉✐
❝♦♥❢ér❡r ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t r♦❜✉st❡ ❢❛❝❡ à ✉♥ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞❡ ✭❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡✮
❡♥❣❡♥❞r❛♥t ✉♥ ❜r✉✐t r❡✈êt❛♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ❣r❛♥✉❧❛r✐té ❞✉❡ à ❧❛ s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡s
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r♠❡s✳
▲❡s ❛✉t❡✉rs ♣rés❡♥t❡♥t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥♦té ❆ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞❡ tr❛✐t❡r
✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✭♦✉ ✐♠❛❣❡tt❡✮✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❇ ♠❡t ❛❧♦rs ❡♥ ÷✉✈r❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆ s✉r ❧❡s
✐♠❛❣❡tt❡s rés✉❧t❛♥t ❞✬✉♥ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳
✷✳✷✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆ ❝♦♥s✐st❡ à ❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥
♦♥❞❡❧❡tt❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ét✉❞✐é❡ ✭❋✐❣✳ ✷✳✷✮✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛✐♥s✐ ✐s♦❧é❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✱ ❡st ❝♦♥s❡r✈é❡✳
✸✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❍❛❝❤❛❣❡ ♣❡r❝❡♣t✉❡❧ r♦❜✉st❡ ❞✬✐♠❛❣❡
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✕ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ▲❡♥❛ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❞❡ t②♣❡ ❉❛✉❜❡❝❤✐❡s ✽
❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ✸ ❛✈❡❝ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦✐♥ ❡♥ ❤❛✉t à ❣❛✉❝❤❡✳
❯♥❡ ❜✐♥❛r✐s❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ s❡✉✐❧ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ éq✉✐♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡
♣✐①❡❧s ❜❧❛♥❝s ❡t ❞❡ ♣✐①❡❧s ♥♦✐rs ✭❋✐❣✳ ✷✳✸✮ ❡st ré❛❧✐sé❡ s✉r ❝❡tt❡ ✐♠❛❣❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ✕ ❇✐♥❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡♥ éq✉✐♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ♣✐①❡❧s
❜❧❛♥❝s ❡t ❞❡ ♣✐①❡❧s ♥♦✐rs✳
❊♥s✉✐t❡✱ s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉és ✉♥ ✜❧tr❛❣❡ ♠é❞✐❛♥ 3 × 3✱ s✉✐✈✐ ❞✬✉♥ ✜❧tr❛❣❡
♠♦②❡♥♥❡✉r 3× 3 ❡t ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❜✐♥❛r✐s❛t✐♦♥ ❡♥ éq✉✐♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ♣✐①❡❧s ❜❧❛♥❝s ❡t
❞❡ ♣✐①❡❧s ♥♦✐rs ✭❝❢ ❋✐❣✳ ✷✳✹✮✳
✭❛✮ ❋✐❧tr❛❣❡ ♠é❞✐❛♥
3× 3
✭❜✮ ❋✐❧tr❛❣❡ ♠♦②❡♥✲
♥❡✉r 3× 3
✭❝✮ ❇✐♥❛r✐s❛t✐♦♥ ❡♥
éq✉✐♣❛rt✐t✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ✕ ❋✐❧tr❛❣❡s ❡t ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❜✐♥❛r✐s❛t✐♦♥ ❡♥ éq✉✐♣❛rt✐t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉és à ❧✬✐♠❛❣❡
❜✐♥❛✐r❡✳
✷✳✷✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ r♦❜✉st❡ ❞❡ ▼✐❤ç❛❦✲❱❡♥❦❛t❡s❛♥ ✸✶
❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦♥t ré♣été❡s ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ❥✉sq✉✬à ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
✈❡rs ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ rés✉❧t❛t ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✺✳ ❈❡tt❡ ✐♠❛❣❡ s❡r❛ ❡♥s✉✐t❡
✈❡❝t♦r✐sé❡ ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ ✕ ■♠❛❣❡s rés✉❧t❛ts ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r 7 ✐tér❛t✐♦♥s✳
▲❡s ✐♠❛❣❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❛ s✐✲
♠✐❧❛r✐té ❡♥tr❡ ✐♠❛❣❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❜✐♥❛✐r❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥t❡r♦♥t ❞❡s ❢♦r♠❡s
❛ss❡③ ♣r♦❝❤❡s s✐ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ♣❛r❛✐ss❡♥t ♣r♦❝❤❡s ✈✐s✉❡❧❧❡♠❡♥t ✭❝❢ ❋✐❣✳ ✷✳✻✮✳ ❈❡t ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ s✬✐♥s❝r✐t ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ r♦❜✉st❡ ♣❡r❝❡♣✲
t✉❡❧✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✻ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡
❛❧téré❡✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❡t ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✈✐s✉❡❧❧❡♠❡♥t très ❞✐✛ér❡♥t❡✳
✷✳✷✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❇
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❇ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆
❛♣♣❧✐q✉é à ❞❡s ✐♠❛❣❡tt❡s ✐ss✉❡ ❞✬✉♥ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ à ❤❛❝❤❡r✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞❡ r❡♥❞r❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✳ ▲❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ❧❛
sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❜✐ts r❡t❡♥✉s ❡♥ s♦rt✐❡ s♦♥t ❣✉✐❞és ♣❛r ✉♥❡ ❝❧é s❡❝rèt❡✳
✸✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❍❛❝❤❛❣❡ ♣❡r❝❡♣t✉❡❧ r♦❜✉st❡ ❞✬✐♠❛❣❡
■❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ♣❛✈❛❣❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ s❛♥s r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ❞❡
❧✬✐♠❛❣❡ ét✉❞✐é❡ ❣râ❝❡ à ✉♥❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ✭❝❢ ❋✐❣✳ ✷✳✼✮✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✼ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣❛✈❛❣❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ s❛♥s r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ▲❡♥❛✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s ❛r❜r❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t
❇❙P✲tr❡❡s ✭❇✐♥❛r② ❙♣❛❝❡ P❛rt✐t✐♦♥✐♥❣✲tr❡❡s✮ ✿ ❧❡ ❦❞✲tr❡❡ ❬▲❡❡ ✶✾✼✼❪✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❦❞✲
tr❡❡ ❛ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s ♣❧❛♥s sé♣❛r❛t❡✉rs t♦✉❥♦✉rs ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐r❡s ❛✉①
❛①❡s ❞✉ r❡♣èr❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✽ ❝✐✲❞❡ss♦✉s r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❦❞✲tr❡❡ ♣♦✉r ❧❛ ❧✐st❡
❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ✿ [ ✭✷✻ ❀✷✸✵✮ ✱ ✭✸✻ ❀✹✶✮ ✱ ✭✽✼ ❀✹✽✶✮ ✱ ✭✶✺✹ ❀✺✮ ✱ ✭✶✻✾ ❀✷✻✶✮ ✱ ✭✷✺✻ ❀✶✾✺✮ ✱
✭✷✾✷ ❀✷✻✻✮ ✱ ✭✸✼✹ ❀✶✷✽✮ ✱ ✭✸✽✹ ❀✸✵✷✮ ✱ ✭✹✼✶ ❀✹✽✶✮ ]✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✽ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❦❞✲tr❡❡ ❛✈❡❝ 10 ♣❛✐r❡s ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❞❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ❣râ❝❡
à ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ♣s❡✉❞♦✲❛❧é❛t♦✐r❡ ✐♥✐t✐❛❧✐sé ❛✈❡❝ ✉♥ ❣❡r♠❡ s❡❝r❡t✳ ❈❡s ♣❛✐r❡s ❞❡
✷✳✷✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ r♦❜✉st❡ ❞❡ ▼✐❤ç❛❦✲❱❡♥❦❛t❡s❛♥ ✸✸
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❛❧♦rs ré✲❛rr❛♥❣é❡s s❡❧♦♥ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t②♣❡ ❦❞✲tr❡❡ ♣♦✉r ❞✐✈✐s❡r
ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ré❣✐♦♥s ❝♦✉r❛♥t❡s ❡♥ ❞❡✉① ❡t ❛✐♥s✐ ré❛❧✐s❡r ❧❡ ♣❛✈❛❣❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡
❧✬✐♠❛❣❡✳
❊♥s✉✐t❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é s✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡tt❡s ❡t ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡
❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡s ❜✐ts sé❧❡❝t✐♦♥♥és ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ✭❡♥ ♥♦♠❜r❡ é❣❛❧
à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ✜①é❡✮ ❞❛♥s ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❢♦r♠é ♣❛r ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❞❡s
s✐❣♥❛t✉r❡s ❞❡s ✐♠❛❣❡tt❡s ❛♣rès ❧❡✉rs ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✸
▲❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ❡t ❧❡✉r
❞é❝♦❞❛❣❡
❙♦♠♠❛✐r❡
✸✳✶ ❱❡rs ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺
✸✳✷ ❘❛♣♣❡❧ s✉r ❧✬❤♦❧♦❣r❛♣❤✐❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻
✸✳✸ ●✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✷❉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵
✸✳✸✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵
✸✳✸✳✷ ❊♥❝♦❞❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶
✸✳✸✳✸ ■♥s❡rt✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷
✸✳✸✳✹ ❉é❝♦❞❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸
✸✳✸✳✺ ▼❡s✉r❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹
✸✳✹ ●✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼
✸✳✹✳✶ ●✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ✸❉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼
✸✳✹✳✷ ❊♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽
✸✳✹✳✸ ■♥s❡rt✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶
✸✳✺ ❉é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶
✸✳✺✳✶ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ ❛❞❛♣té à ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛rq✉❡
❤♦❧♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶
✸✳✺✳✷ ❘❛♣♣❡❧ s✉r ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❛❞❛♣té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷
✸✳✺✳✸ ❙♣❡❝tr❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸
✸✳✺✳✹ ❈❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉ ❡t ❞é❝♦❞❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺
✸✳✶ ❱❡rs ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ♥♦t❡r ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ✈❡rs ❞❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞❡
❝♦♥t❡♥✐r ✉♥ t❛t♦✉❛❣❡✱ ♣❛rt✐❡ ✐♥té❣r❛♥t❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞♦❝✉✲
♠❡♥t ♦✉ ❞✬✉♥❡ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡ ✭♥♦t❛♠♠❡♥t ✉♥❡ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡ ❞✬✐❞❡♥t✐té✮ ❛✈❡❝ t♦✉❥♦✉rs
❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ r❡s♣❡❝t❡r ❧✬❡st❤ét✐q✉❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤é✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞ét♦✉r♥é❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡
♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t ✐♥✈✐s✐❜❧❡ ❛❧♦rs q✉✬✉♥❡ q✉❛♥t✐té ✭❛ss❡③✮ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ✐♥✲
séré❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞✐s♣❡rsé❡✱ t❡❧ ✉♥ ❜r✉✐t✱ ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬❛❝❝✉❡✐❧ I ✐✳❡✳ ❧✬✐♠❛❣❡ ♥✉♠ér✐q✉❡
❞✬✐❞❡♥t✐té✳ ▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦❞é❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ✉♥ t❛t♦✉❛❣❡ ♠❛✐s ❧❛
s✐❣♥❛t✉r❡ s s✉r 160 ❜✐ts ✭t❛✐❧❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❞é❧✐✈ré❡s ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝r②♣✲
t♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❙❍❆✲✶✮ ❞❡ ❧❛ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❞é❝r✐t❡
✸✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ❡t ❧❡✉r ❞é❝♦❞❛❣❡
❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ s❡r❛ ré❛❧✐sé❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡
s ❡♥ ✉♥ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ❢♦r♠❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s S q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡r❛ ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡ ❤♦❧♦❣r❛♣❤✐❡
✈✐rt✉❡❧❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ S ❡♥ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✓ ♠❛rq✉❡ ✔ M ✳ ❈❡tt❡ ♠❛rq✉❡ s❡r❛
❛❧♦rs ✐♥séré❡ ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬❛❝❝✉❡✐❧ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ⊞ ✿
IM = I ⊞M
❡✛❡❝t✉❛♥t ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦♥❞éré❡ s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❢♦r❝❡ ❞✬❛♣♣✉✐ ❡♥tr❡ ❧❛ ♠❛rq✉❡ M ❡t
❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬❛❝❝✉❡✐❧ I✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❡ t②♣❡ ❤♦❧♦❣r❛♣❤✐q✉❡s r❡s♣❡❝✲
t❡r❛ ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ à ♣r♦✜❧ ré❣✉❧✐❡r✱
✐❝✐ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✭à ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡✮ ❡t ✉♥ ❝♦❞❛❣❡
❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡r❛ à ♠♦❞✐✜❡r ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ r❡s✲
♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✷❉ ❡t ✸❉ ❞❡s ❢♦r♠❡s✳ ▲❡✉r ❞ét❡❝t✐♦♥ ❢❡r❛ ❛♣♣❡❧ à ✉♥❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡
❞❡ ♠♦t✐❢ ✭♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣✮✳
✸✳✷ ❘❛♣♣❡❧ s✉r ❧✬❤♦❧♦❣r❛♣❤✐❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡
▲❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ét❛♥t ✐♥s♣✐ré❡s ❞❡s ❤♦❧♦❣r❛♠♠❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡♥ ❧✐❣♥❡✱
♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❤♦❧♦❣r❛♠♠❡s
♥✉♠ér✐q✉❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳
▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ❝❧é ❡♥ ♦♣t✐q✉❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✳ ❊❧❧❡ ♣❡r✲
♠❡t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧
❬●♦♦❞♠❛♥ ✷✵✵✺❪✳ ❊♥ ❤♦❧♦❣r❛♣❤✐❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ ❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❤♦❧♦❣r❛♠♠❡ ❡t ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r s❛ r❡st✐t✉t✐♦♥ ♦♣t✐q✉❡ ✭♦✉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✮✳
❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✓ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✔ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✷❉ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐
♣❛r ❧❡ ♥♦②❛✉ ✭❝♦♠♣❧❡①❡✮ hz ✿
hz(x, y) =
1
jλz
ej
pi(x2+y2)
λz
♦ù j =
√−1✱ λ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ❞✉ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❧❛s❡r ❞✬✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥✱
(x, y) ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ s✉r ✉♥ ♣❧❛♥ ❡t z ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✭❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡✮ ❡♥tr❡
❞❡✉① ♣❧❛♥s✳
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ hz ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ✓ ❝❤✐r♣ ✔✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ q✉✐ ♣♦ssè❞❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s très
✐♥tér❡ss❛♥t❡s✱ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡❧✐é❡s ❛✉① ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❧✉✲
♠✐♥❡✉s❡s ✭❝❢ ❆♥♥❡①❡ ❆✮✳
▲❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❤♦❧♦❣r❛♠♠❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡
❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ T ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✳ ▲✬❛♠♣❧✐t✉❞❡
❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ❞✐✛r❛❝té❡ ♣❛r ✉♥ ♣❧❛♥ ❞❡ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ T à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ z s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡
❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ❞❡ T ✿
A(ξ, η) = [T (x, y) ∗ hz(x, y)](ξ, η)
✸✳✷✳ ❘❛♣♣❡❧ s✉r ❧✬❤♦❧♦❣r❛♣❤✐❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ✸✼
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✕ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤♦❧♦❣r❛♠♠❡ ❞✬♦❜❥❡ts ♦♣❛q✉❡s✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t t♦t❛❧❡♠❡♥t ♦♣❛q✉❡✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♣❡✉t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r
✉♥ ♣❧❛♥ ❞❡ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❜✐♥❛✐r❡ ϑ ♣♦s✐t✐♦♥♥é❡
❡♥ {xi, yi, zi} ✿ T = 1 − ϑ ∗ δxi,yi ✳ ❉❛♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥
❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ❞✐✛r❛❝té❡ Ai s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ❞✉ ❝❛♣t❡✉r ❡st ❛❧♦rs
❬❑r❡✐s ✶✾✾✻❪ ✿
Ai(ξ, η) = A0 −A0
(
ϑ ∗ δxi,yi ∗ hzi
)
(ξ, η)
♦ù A0 ❡st ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ♣❧❛♥❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ ❡t ϑ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ é❣❛❧❡ à
1 s✉r ❧✬♦❜❥❡t ♦♣❛q✉❡ ❡t à 0 ❡♥ ❞❡❤♦rs✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬♦❜❥❡ts ♣❡t✐ts✱ ❛♣♣❡❧és ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ✭❞❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ ❧❛r✲
❣❡✉r D t❡❧❧❡ q✉❡ D2 << (4λz)/pi✮✱ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ♦❜❥❡ts ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s✱ ❧✬❡①✲
♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té I = |A|2 ❡♥r❡❣✐stré❡ s✉r ❧❡ ❝❛♣t❡✉r ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣r♦①✐♠é❡ ♣❛r
❬❑r❡✐s ✶✾✾✻❪ ✿
■(ξ, η) ≈ ■0[1− 2ϑ ∗ δxi,yi ∗ hzi ](ξ, η)
❛✈❡❝ I0 = |A0|2 ❧✬✐♥t❡♥s✐té ✐♥❝✐❞❡♥t❡ s✉r ❧❡ ❝❛♣t❡✉r ❡t hzi ❧❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ zi✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ❞❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ s♣❤ér✐q✉❡ ♦♣❛q✉❡ ✭❋✐❣✳ ✸✳✶✮ s❡ ♣rés❡♥t❡
s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬❛♥♥❡❛✉① ❝♦♥❝❡♥tr✐q✉❡s ✭❋✐❣✳ ✸✳✷✮ ❞♦♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❝❡♥tr❡ r❡♥s❡✐❣♥❡
s✉r ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s tr❛♥s✈❡rs❡s (xi, yi) ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡✳ ▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡✲
♠❡♥t ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ zi ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❡st ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡
❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧✳
✸✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ❡t ❧❡✉r ❞é❝♦❞❛❣❡
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✕ ✭❛✮ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ϑ ✲ ✭❜✮ ❍♦❧♦❣r❛♠♠❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ s✐♠✉❧é à
♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡✳
❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t I0 = 1✱ ♦♥ ♣❡✉t réé❝r✐r❡ ✿
■(ξ, η) ≈ [1− 2ϑ ∗ δxi,yi ∗ hzi ](ξ, η)
❊♥ ♥é❣❧✐❣❡❛♥t ❧❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ♦❜❥❡ts✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❤♦❧♦✲
❣r❛♠♠❡ ❡st ❛❞❞✐t✐❢✳ P♦✉r N ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s {xi, yi, zi} ❛②❛♥t ❞❡s ♦✉✈❡r✲
t✉r❡s ❞❡ ❢♦r♠❡ ❡t✴♦✉ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ϑi✱ ❧✬❤♦❧♦❣r❛♠♠❡ M ❛ ♣♦✉r ❡①♣r❡ss✐♦♥
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✿
M(ξ, η) = [1− 2
N∑
i=1
ϑi ∗ δxi,yi ∗ hzi ](ξ, η) ✭✸✳✶✮
▲❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤♦❧♦❣r❛♠♠❡ ♣❛r ❧❛
♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ❀ ❡♥ ❡✛❡t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ré❡❧❧❡ ❡st
✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ✭❝❢ ❆♥♥❡①❡ ❆✮ ✿
hz ∗ hz = hz ∗ h−z = 1
2
δ0,0 +
1
2
h2z ≈ 1
2
δ0,0
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ s❡✉❧ ♦❜❥❡t✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ❞❡ ❧✬❤♦❧♦❣r❛♠♠❡ ♣❡r♠❡t
✉♥❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ✿
M ∗ hz = (1− 2ϑ ∗ δx0,y0 ∗ hz) ∗ hz
s♦✐t ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✭❝❢ ❆♥♥❡①❡ ❆✮ ✿
= 1− ϑ ∗ δx0,y0︸ ︷︷ ︸
image focalise´e re´elle
−ϑ ∗ δx0,y0 ∗ h2z︸ ︷︷ ︸
image virtuelle
❈❡tt❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❢♦❝❛❧✐sé❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ✭❞❡✉①✐è♠❡ t❡r♠❡✮✱
♠❛✐s ❛✉ss✐ à ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✭tr♦✐s✐è♠❡ t❡r♠❡✮ ❞✐t❡ ✓ ❥✉♠❡❧❧❡ ✔ ✭♦✉ ✈✐rt✉❡❧❧❡✮ ❞❡ ♣❧✉s
✸✳✷✳ ❘❛♣♣❡❧ s✉r ❧✬❤♦❧♦❣r❛♣❤✐❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ✸✾
❢❛✐❜❧❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳
❙❡✉❧❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✓ ❝♦♠♣❧❡①❡ ✔ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ −z ♣❡r♠❡t ❞✬✐♥✈❡r✲
s❡r ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❤♦❧♦❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ✭❝❢ ❆♥♥❡①❡ ❆✮ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛
✜❣✉r❡ ✸✳✸✳ ◆♦t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ♣rés❡♥✲
té❡s ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❆ ♥❡ s♦♥t ✈❛❧❛❜❧❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s t❤é♦r✐q✉❡ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ❛♥❛❧♦❣✐q✉❡
✭♥♦♥ q✉❛♥t✐✜é ❡t ♥♦♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é✮ ❞é✜♥✐ s✉r ✉♥ s✉♣♣♦rt ♥♦♥ ❜♦r♥é✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡
♣♦✉r ✉♥ s✐❣♥❛❧ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ s✉♣♣♦rt ❜♦r♥é ❝❡s r❡❧❛t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t q✉✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡✲
♠❡♥t ✈ér✐✜é❡s ❬❑r❡✐s ✶✾✾✻❪✳
✭❛✮ ✐♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ✭❜✮ ❤♦❧♦❣r❛♠♠❡
✭❝✮ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✓ ❝♦♠♣❧❡①❡ ✔ ❞❡
❧✬❤♦❧♦❣r❛♠♠❡ ✭❜✮ ♣r✐s s♦✉s s❛ ❢♦r♠❡ ❝♦♠✲
♣❧❡①❡
✭❞✮ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ré❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❤♦❧♦✲
❣r❛♠♠❡ ✭❜✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❥✉✲
♠❡❧❧❡
❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ r❡st✐t✉t✐♦♥ ❞✬❤♦❧♦❣r❛♠♠❡ ✐♥s♣✐ré ❞❡ ❬❉❡♥✐s ✷✵✵✻❪ ❛✈❡❝ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ❝♦♠♣❧❡①❡ ✭❝✮ ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ré❡❧❧❡ ✭❞✮✳
✹✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ❡t ❧❡✉r ❞é❝♦❞❛❣❡
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♦❜❥❡ts ✿
M ∗ hzj = 1− 2
N∑
i=1
ϑ ∗ δxi,yi ∗ hzi ∗ hzj
=
cf Annexe A
1− 2
N∑
i=1
ϑ ∗ δxi,yi ∗ hzi−zj︸ ︷︷ ︸
images re´elles focalise´es ou de´focalise´es
− 2
N∑
i=1
ϑ ∗ δxi,yi ∗ hzi+zj︸ ︷︷ ︸
images virtuelles
❆ ♣❛rt✐r ❞❡ M ✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❧❛♥ z ♣❛r tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡
❋r❡s♥❡❧ ré❡❧❧❡✳
Rz(x, y) =M ∗ hz(x, y)
▲❛ ♣✐❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡s Rz(x, y) ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts ❢♦❝❛❧✐sés✱ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s ❡t
❧❡s ♦❜❥❡ts ❞é❢♦❝❛❧✐sés ✭q✉❛♥❞ z 6= zi✮✳ ▲❛ ✈❡rs✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥
❤♦❧♦❣r❛♠♠❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ à r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ♣✐❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡s Rz(x, y) ♣✉✐s à s❡❣✲
♠❡♥t❡r ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❛♥s ❝❡ ✈♦❧✉♠❡✳
✸✳✸ ●✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✷❉
✸✳✸✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥
P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ ❤♦❧♦❣r❛♠♠❡ ✭❣é♥éré ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❣râ❝❡ à
✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ♠♦❞✐✜é❡✮ ❝♦♠♠❡ ♠❛rq✉❡ M ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ à ✐♥sér❡r
❬❋♦✉r♥❡❧ ✷✵✶✵❪✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ❞❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤♦❧♦❣r❛♠♠❡ s❡r♦♥t ❧❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s
♣♦rt❡✉s❡s ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦❞é❡✳ ❈❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s s❡r♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ❝♦♥✈♦❧✉❛♥t ❧❛
tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ ❝♦❞❛♥t❡ S ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ♠♦❞✐✜é❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ z✳ ❈❡s
❣✉✐❧❧♦❝❤❡s s❡r♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✷❉ ✭♥♦té❡s ●❋✷❉✮✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ●❋✷❉ ✈❛ ❞♦♥❝ ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ❧✬❤♦❧♦❣r❛♠♠❡ ❞✬✉♥❡ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ S
❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡✳
❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ♣rés❡♥t❡ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs❡r
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ à ❝♦❞❡r s✉r ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛ r❡♥❞r❡ ♣❧✉s ❞✐s❝rèt❡
✈✐s✉❡❧❧❡♠❡♥t✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❣râ❝❡ à ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ ❝♦❞❛♥t❡ S✳
P❛r♠✐ ❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés s♦✉❧❡✈é❡s✱ ✐❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✬✉♥ ❤♦❧♦❣r❛♠♠❡
❞❛♥s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞✬❛❝❝✉❡✐❧ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ s♦✐❡♥t
♠♦❞✐✜é❡s ❀ ❧❛ ✈✐s✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ♠❛rq✉❡ s❡r❛ ❞♦♥❝ très ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ◆♦t♦♥s
q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬❛❝❝✉❡✐❧ ✭q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥♥✉❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥✮ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❜r✉✐t
❞❛♥s ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧✳
✸✳✸✳ ●✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✷❉ ✹✶
✸✳✸✳✷ ❊♥❝♦❞❛❣❡
❈❤❛q✉❡ tr✐♣❧❡t ❞❡ ❜✐ts ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ s ❡st ❝♦❞é ❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
❞✬✉♥❡ ❜❛rr❡ s✉✐✈❛♥t ❧❛ r♦s❡ ❞❡s ❤✉✐t ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♣♦✉r ❡♥❝♦❞❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐✲
r❡♠❡♥t ✭❝❢ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✮✳ ❈❡s ❜❛rr❡s s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ❞✐str✐❜✉é❡s ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t s✉r ❧✬✐♠❛❣❡
❜✐♥❛✐r❡ ❞❡ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ S✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✕ ❊♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ✿ ✵✶✶ ✵✵✵ ✶✵✵ ✶✶✶ ✵✵✵ ✵✵✶ ✵✵✵ ✵✵✶ ✶✶✵ ✵✵✵
✵✵✶ ✶✶✶ ✶✵✵ ✵✵✵ ✵✵✶ ✵✵✶ ✵✵✵ ✵✶✵ ✶✶✵ ✵✵✶ ✵✵✵ ✵✶✵ ✶✶✶ ✵✶✶ ✵✵✶ s❡❧♦♥ ❧❛ r♦s❡ ❞❡s ❤✉✐t
❞✐r❡❝t✐♦♥s✳
❉❛♥s ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐q✉❡✱ ❧✬✐♠❛❣❡ S ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❜❛rr❡s ❡st
❛ss✐♠✐❧é❡ à ❧❛ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ ✭♦✉ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡✮ T à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s
❛❧❧♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ré❡❧❧❡✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ✕ ❚r❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ S ❝♦❞❛♥t ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❡t ●❋✷❉ ❣é♥éré❡✳
✹✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ❡t ❧❡✉r ❞é❝♦❞❛❣❡
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✭❋✐❣✳ ✸✳✻✮ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ s✐♠✉❧❡r ❧✬❤♦❧♦❣r❛♠♠❡ ❡st
♠♦❞✐✜é❡ ♣❛r ❞❡✉① ❢❡♥êtr❡s ❞❡ t②♣❡ ❇❧❛❝❦♠❛♥ ✭❋✐❣✳ ✸✳✼✮ ❛✜♥ ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ❛♥♥❡❛✉①
❞❡ ❣r❛♥❞s ❞✐❛♠ètr❡s ❡t ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ❤❛✉t❡s ❢réq✉❡♥❝❡s✱ ❞♦♥❝ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡s
✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ✜❣✉r❡s ❞❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❢❡♥êtr❡s ❞❡ ❇❧❛❝❦♠❛♥ ♣❡r✲
♠❡tt❡♥t ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❜❛rr❡s
♣❧✉s ❝♦♥tr❛sté❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ ✕ Pr♦✜❧ r❛❞✐❛❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ✕ ❋❡♥êtr❡ ❞❡ t②♣❡ ❇❧❛❝❦♠❛♥ ✉t✐❧✐sé❡✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✽ ✕ Pr♦✜❧ r❛❞✐❛❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ♠♦❞✐✜é❡✳
✸✳✸✳✸ ■♥s❡rt✐♦♥
❆♣rès s❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥✱ ❧✬❤♦❧♦❣r❛♠♠❡ ❡st ✐♥séré s✉r ❧❡s n ❜✐ts ❞❡ ♣♦✐❞s ❢❛✐❜❧❡s ❞❡
❧✬✐♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝ré❡r ✉♥ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ✓ ❧é❣❡r ✔ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳
✸✳✸✳ ●✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✷❉ ✹✸
❖♥ ❝ré❡ ✉♥❡ ♠❛rq✉❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ M ′ ❡♥ ❞é❝❛❧❛♥t ❧❡s ❜✐ts ❞❡ ♣♦✐❞s ❢♦rts ❞❡ ❧❛
♠❛rq✉❡ ✈❡rs ❧❡s ❜✐ts ❞❡ ♣♦✐❞s ❢❛✐❜❧❡s ❡t ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡s ❜✐ts ❞❡ ♣♦✐❞s ❢♦rts ❧✐❜érés
♣❛r ❝❡✉① ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✱ ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t ❛✉ s❝❤é♠❛ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿
❋✐❣✉r❡ ✸✳✾ ✕ ❈ré❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛rq✉❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡✳
❯♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦♥❞éré❡ ❡st ❛❧♦rs ré❛❧✐sé❡ ❡♥tr❡ ❧✬✐♠❛❣❡ I ❡t ❧❛ ♠❛rq✉❡ ✐♥t❡r♠é✲
❞✐❛✐r❡ M ′ ❝♦♠♣♦rt❛♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ♣♦✐❞s
❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ r s❡❧♦♥ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ✿
IM = I ⊞M ′ =
1
r + 1
I +
r
r + 1
M ′
✭❛✮ ✐♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ✭❜✮ ✐♠❛❣❡ IM ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡ ●❋✷❉ s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ▲❡♥❛ ❛✈❡❝ ❧❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts n = 4 ❡t r = 3✳
✸✳✸✳✹ ❉é❝♦❞❛❣❡
▲✬ét❛♣❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ●❋✷❉ ❡st ❞✐✈✐sé❡ ❡♥ tr♦✐s ♣❛rt✐❡s✳ ❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ t♦✉t
❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ à ❧✬✐♠❛❣❡ IM ✱ ♣✉✐s ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
✹✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ❡t ❧❡✉r ❞é❝♦❞❛❣❡
❡st ré❛❧✐sé❡ ❡t ❡♥✜♥ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬ér♦s✐♦♥s ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s s❡❧♦♥ ❧❛ r♦s❡ ❞❡s ❤✉✐t
❞✐r❡❝t✐♦♥s✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ●❋✷❉✳
✸✳✸✳✺ ▼❡s✉r❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡♥ ♥✉♠ér✐q✉❡
◆♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé ❞❡s t❡sts ❞❡ r♦❜✉st❡ss❡ s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ✾✹ ✐♠❛❣❡s ❞✬❡①♣r❡ss✐♦♥
♥❡✉tr❡s ❡①tr❛✐t❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❋❊❘❊❚ ❬P❤✐❧❧✐♣s ✶✾✾✽✱ P❤✐❧❧✐♣s ✷✵✵✵❪✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ✉t✐❧✐sé ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ▼✐❤ç❛❦✲❱❡♥❦❛t❡s❛♥ ♣rés❡♥té ❛✉ ❝❤❛✲
♣✐tr❡ ✷✳ ❙❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ❝❤♦✐s✐s ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ 75
❜✐ts ✿
✕ t②♣❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❞❡ ❉❛✉❜❡❝❤✐❡s 8 ✭❞❜✽✮ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ 3
✕ ❋✐❧tr❡ ♠é❞✐❛♥ 3× 3 ♣✐①❡❧s
✕ ❋✐❧tr❡ ♠♦②❡♥♥❡✉r 3× 3 ♣✐①❡❧s
✕ ❋✐❧tr❡ ❞❡ ✈❡❝t♦r✐s❛t✐♦♥ 3× 3 ♣✐①❡❧s
▲❛ s✐❣♥❛t✉r❡ s ❡st ❡♥❝♦❞é❡ ♣❛r 25 ❜❛rr❡s ré♣❛rt✐❡s ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ❧❛
tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ S✳
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s r ❡t n ♣❡r♠❡tt❛♥t à ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❞✬êtr❡ r♦❜✉st❡ ❛✉ ❤❛❝❤❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s
tr♦✐s ❞✐st❛♥❝❡s ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ♥♦r♠❛❧✐sé❡s ✿
✕ DH(SD, S) ♦ù S ❡st ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬❛❝❝✉❡✐❧ ❡t SD ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❜✲
t❡♥✉❡ ♣❛r ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤é❡✱
✕ DH(SM , S) ♦ù SM ❡st ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤é❡✱
✕ DH(SM , SD)✳
❘❛♣♣❡❧ ✿ ❊rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡
❙♦✐t I1 ❡t I2 ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s ❞❡ ♠ê♠❡ t❛✐❧❧❡ M ×N ✳ ▲✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡
✸✳✸✳ ●✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✷❉ ✹✺
✭▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡ ❊rr♦r✮ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s s✬é❝r✐t ✿
MSE =
1
MN
M∑
m=1
N∑
n=1
(I1(m,n)− I2(m,n))2
❙✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ✭❋✐❣✳ ✸✳✶✷✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s s✉♣❡r♣♦sé DH(SD, S) ❡t ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡
MSE ✭▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡ ❊rr♦r✮✱ ✐❝✐ ✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ ♦✉ ♥♦♥ ❞❡ ❣ê♥❡ ✈✐s✉❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧✬✐♠❛❣❡
♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❡t ❧✬✐♠❛❣❡ ♠❛rq✉é❡✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ r ♣♦✉r n = 4✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷ ✕ ❉✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ❡t ▼❙❊ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ r ♣♦✉r
n = 4✳
◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ♣❧✉s ❧❡ t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ r ❞❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ●❋✷❉ ❡st ♣❡t✐t✱
♣❧✉s ❧❡ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r ❡st ❣r❛♥❞✳ ❊t à ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ♣❧✉s r ❡st ♣❡t✐t✱ ♣❧✉s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡
▼❙❊ ❡st ♣❡t✐t❡✳
❯♥ t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ r ✜①é à ✸ ♣❛r❛ît êtr❡ ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞❡
❞é❝♦❞❛❣❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à 2% ❡t ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▼❙❊ ❧❛ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸ ✕ ❉✐st❛♥❝❡s ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ✭DH(SM , S)r=∞ ✭❝r♦✐①✮✱ DH(SM , S)r=3
✭❝❛rré✮ ❡t DH(SM , SD)r=3 ✭❝❡r❝❧❡✮✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ r ♣♦✉r n = 4✳
❙✉r ❧❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ✭❋✐❣✳ ✸✳✶✸✮✱ ❧❡s ❝r♦✐① r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ♥♦r✲
♠❛❧✐sé❡ ♠♦②❡♥♥❡ DH(SM , S) ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥
✹✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ❡t ❧❡✉r ❞é❝♦❞❛❣❡
♣♦✉r r = ∞✳ ◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ♣❧✉s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts n ❡st ❣r❛♥❞✱ ♣❧✉s ❧✬❡r✲
r❡✉r ❡st ❣r❛♥❞❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ♥♦r♠❛❧ ❝❛r ❧❡ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ à ❜r✉✐t ❡st ❞✐♠✐♥✉é✱ ❡♥ s❡
r❛♣♣❡❧❛♥t q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❡st ❧✬✐♠❛❣❡ ❡t ❧❡ ❜r✉✐t ❡st ❧❛ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡✳
▲❡s ❝❛rrés ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ♠♦②❡♥♥❡
DH(SM , S) ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ♣♦✉r r = 3✳
▲❛ ❝♦✉r❜❡ s✉✐t ❧❛ ♠ê♠❡ t❡♥❞❛♥❝❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❛✈❡❝ r = ∞✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬✐♠❛❣❡
❛②❛♥t ♣❧✉s ❞❡ ♣♦✐❞s✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ DH(SM , S) ❡st ❧é❣èr❡♠❡♥t ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✳
▲❡s ❝❡r❝❧❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ DH(SM , SD)✳ ❖♥ ❡st ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ré❡❧❧❡ ♦ù ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤é❡ ❡t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ s❡✉❧❡
✐♠❛❣❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤é❡✱ ♦♥ ❡①tr❛✐t ❞❡✉① s✐❣♥❛t✉r❡s ✿ ✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♣❛r ❞é❝♦❞❛❣❡ SD ❡t ✉♥❡
s✐❣♥❛t✉r❡ ♣❛r ❤❛❝❤❛❣❡ SM ✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝♦♥❝❧✉r❡ s✉r ❧✬❛✉t❤❡♥t✐❝✐té ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ s✐
SD ≈ SM ❡t s✐ ❧✬♦♥ s❛✐t ❛ ♣r✐♦r✐ q✉❡ SD ≈ S✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣♦✉r ✉♥
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ n < 2 ♠❛✐s ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡t ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ♣♦✉r n = 3 ♦✉ 4 ❜✐ts✳
❉✬❛♣rès ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡✱ ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❡st r = 3 ❡t n = 4✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✹ ♠♦♥tr❡ ❧✬❛♣♣♦rt s✉r ❧✬❛s♣❡❝t ✈✐s✉❡❧ ❞✉ ♣❛ss❛❣❡ ❞✬✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❡♥
❜❛rr❡s ♥❛t✐❢ ✭✐♠❛❣❡s 1 ❡t 2✮ à ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬❤♦❧♦❣r❛♠♠❡s ✭✐♠❛❣❡s 3 à 5✮
♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥s ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥✱ ❛✈❡❝ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ ♣❛r❛♠étr❛❣❡ r❡t❡♥✉
r = 3 ❡t n = 4✳
✭❛✮ n = 6 − r = ∞
✭❜❛rr❡s✮
✭❜✮ n = 5 − r = ∞
✭❜❛rr❡s✮
✭❝✮ n = 5 − r = ∞
✭❤♦❧♦❣r❛♠♠❡s✮
✭❞✮ n = 5 − r = 1, 5
✭❤♦❧♦❣r❛♠♠❡s✮
✭❡✮ n = 4 − r = 3
✭❤♦❧♦❣r❛♠♠❡s✮
✭❢✮ ✐♠❛❣❡ ▲❡♥❛ ♦r✐❣✐♥❛❧❡
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹ ✕ ❉✐✛ér❡♥ts rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣♦✐❞s ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥✳
✸✳✹✳ ●✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉ ✹✼
▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ❧❡s q✉❛❧✐tés ❞❡ ❝❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❝♦❞❛♥t ❡✛❡❝t✉é ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
♥✉♠ér✐q✉❡ s❡ ❞é❣r❛❞❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ♣❛ss❡ ❡♥ ✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ❧❡s ❜✐ts ❞❡ ♣♦✐❞s ❢❛✐❜❧❡s s♦♥t ❢♦rt❡✲
♠❡♥t ❛❧térés ❧♦rs ❞❡s ét❛♣❡s ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥ ♣✉✐s ❞❡ ❧❡❝t✉r❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ q✉✐
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐❢✱ ✐❧ ♥♦✉s ❡st ❞✉ ❝♦✉♣ ❛♣♣❛r✉ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r
❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦♥❞éré❡ s✉r ❧❛ ♣❧❛❣❡ ❡♥t✐èr❡ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t
à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s✳
✸✳✹ ●✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉
✸✳✹✳✶ ●✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ✸❉
❊♥ ✈✉❡ ❞✬❛❝❝r♦îtr❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s t♦✉t ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ✉♥❡ ✐♥s❡rt✐♦♥
❧é❣èr❡ ❡t ✉♥❡ r♦❜✉st❡ss❡ ❛✉ ❞é❝♦❞❛❣❡✱ ♣❛r ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦r♠❡s✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s r❡♠♣❧❛❝é ❧❡s ♦✉✈❡rt✉r❡s ♦r✐❡♥té❡s ❞❛♥s ✉♥ ♣❧❛♥ ♣❛r ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s
ré♣❛rt✐❡s ❡♥ ✈♦❧✉♠❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ s✐❣♥❛❧ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✱ ❢♦rt❡♠❡♥t
s❡♥s✐❜❧❡ à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡✮ ❬❘✐✈♦✐r❡ ✷✵✶✶❪✳ ▲❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s {xi, yi, zi} ❞❡
❝❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❝♦❞❡♥t ❛✐♥s✐ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞♦♥❝ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ s✳ ▲✬❤♦❧♦❣r❛♠♠❡ ❢♦r♠❡
❧❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉ ✭●❋✸❉✮✳ ▲❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❝❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❝♦♥s✐st❡ à r❡✲
❝♦♥str✉✐r❡ ❡♥ ✸❉ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺ ✕ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉ ✭❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ❡st
❡①♣❧✐q✉é ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✹✮✳
P♦✉r r❡♥❢♦r❝❡r ❧❛ ❞✐s❝rét✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛rq✉❡ ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✱ ♦♥ ❞♦♥♥❡r❛ ✉♥ ♣♦✐❞s ♣❧✉s
❢♦rt ❛✉① ❤❛✉t❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛rq✉❡ ✭♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♥♦tr❡ ÷✐❧ ❡st ♣❡✉ s❡♥s✐❜❧❡✮✳
✹✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ❡t ❧❡✉r ❞é❝♦❞❛❣❡
❈❡❧❧❡✲❝✐ s❡r❛ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✜❧tré❡ ♣❛ss❡✲❤❛✉t ✭❝❢ ➓ ✸✳✺✳✹✮✳
◆♦✉s ♥♦✉s é❧♦✐❣♥♦♥s ✐❝✐ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♦♣t✐q✉❡ ❞♦♥t ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥s♣✐rés ♣♦✉r s❡
r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞✬✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❡t ❞✬✉♥ ❞é❝♦❞❛❣❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛✉ s❡♥s ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡✳
✸✳✹✳✷ ❊♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡
❈ré❛t✐♦♥ ❞✉ ♥✉❛❣❡ ❙ ❞❡ ♣♦✐♥ts
▲❡s N ❜✐ts ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ s s♦♥t ♠✐s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♥✉❛❣❡ ✸❉ ❞❡ m ♣♦✐♥ts{
xbi , y
b
i , z
b
i
}
♣♦s✐t✐♦♥♥és s✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✸❉ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❞❡s ♣❛s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ∆x✱
∆y ❡t ∆z ✭❝❢ ❋✐❣✳ ✸✳✶✼✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ s✉✐✈❛♥t ✿
✕ ◆ ❡st ❞é❝♦✉♣é ❡♥ ❜❧♦❝s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡ n ❜✐ts
✕ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❜❧♦❝ ❞❡ n ❜✐ts ❡st ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ xb ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t✱ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡
❜❧♦❝ ❞❡ n ❜✐ts ❡st ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ yb ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t✱ ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❜❧♦❝ ❡st ❧❛
❝♦♦r❞♦♥♥é❡ xb ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣♦✐♥t✱ ❧❡ q✉❛tr✐è♠❡ ❜❧♦❝ ❡st ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ yb ❞✉
❞❡✉①✐è♠❡ ♣♦✐♥t ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞♦♥❝ ❛✈♦✐r N = 2n.m ❜✐ts✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✻ ✕ ❚r❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ s ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❛✈❡❝ n = 5✳
✕ ▲❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❛①✐❛❧❡s zb ❞❡s m ♣♦✐♥ts s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s à tr❛✈❡rs ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s xb ❡t yb ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❜✐ts
❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❛✜♥ ❞❡ sé❝✉r✐s❡r ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡✱ ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥✲
♥❛♥❝❡♠❡♥t ♥❡ s❡ ❢❛✐t ♣❛s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s
●❋✷❉ ♠❛✐s ❡st ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s xb ❡t yb✳ ❆ ❝❡t ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ zb ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❧✬♦r❞r❡ ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s xb ✭✐❞❡♠ yb✮ ❞❛♥s ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ s✳ ❈❡tt❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
zbj = fxbj ,ybj
(j) = (xbj >> n−m)
⊕
(ybj >> n−m)
⊕
j
♦ù >> n −m ❞és✐❣♥❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❞❡ n −m ❜✐ts ✈❡rs ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❡t⊕
❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❳❖❘✳ ❈❡tt❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡
r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ✸❉✳ ❈❡s ♣♦✐♥ts
s♦♥t ♣♦s✐t✐♦♥♥és ❞❛♥s ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✸❉ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❞❡s ♣❛s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ∆x✱
∆y ❡t ∆z✳
✕ ▲❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s m ♣♦✐♥ts s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ tr❛❞✉✐t❡s ❡♥ ♠ètr❡s {xi, yi, zi}✳
✸✳✹✳ ●✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉ ✹✾
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼ ✕ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡ ✸❉ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ S✳
❈❤♦✐① ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✸❉
P♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✸❉ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts s❡r❛
ré♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥s♣✐r♦♥s ❞❡s ♣r♦♣r✐étés à r❡s♣❡❝t❡r ❧♦rs ❞❡ ❧✬❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥t ❞✬✉♥
❤♦❧♦❣r❛♠♠❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❬❑r❡✐s ✶✾✾✻❪ ✿
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❤♦❧♦❣r❛♠♠❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✳
❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❜♦r♥❡s zmin ❡t zmax ❧✐♠✐t❛♥t ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞✉ ✈♦❧✉♠❡
♠❛✐❧❧é
▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ✐♠♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ s♦✐t ❧✐♠✐té à ❧❛ ♠♦✐t✐é
❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ♣♦✉r ♥❡ ♣❛s ❛✈♦✐r ❞❡ r❡♣❧✐❡♠❡♥t s✉r ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❈❡❝✐
✐♠♣♦s❡ ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ z ♠✐♥✐♠❛❧❡✳
✺✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ❡t ❧❡✉r ❞é❝♦❞❛❣❡
P♦✉r ✉♥ ♦❜❥❡t s✐t✉é s✉r ❧✬❛①❡ ♦♣t✐q✉❡ à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ z ❞✉ ❝❛♣t❡✉r✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡
❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ❡st ✈ér✐✜é s✐ ❬❑r❡✐s ✶✾✾✻❪ ✿
z > zmin =
Lξ∆ξ
λ
♦ù Lξ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞✉ ❝❛♣t❡✉r✱ ∆ξ à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♣✐①❡❧ ❡t λ à ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r
❞✬♦♥❞❡ ❞✉ ❧❛s❡r✳
zmax ❡st ❞ét❡r♠✐♥é à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✿
zmax =
L2ξ
λ(8N − 6)
♦ù N r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢r❛♥❣❡s ❞és✐ré❡s s✉r ❧✬❤♦❧♦❣r❛♠♠❡✳
❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ∆x ❡t ∆y
▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ sé♣❛r❡r ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s ❞❡
♣❛rt✐❝✉❧❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❞❡✉① s♦✉r❝❡s
❧✉♠✐♥❡✉s❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ❞❡ ♠ê♠❡ ✐♥t❡♥s✐té✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r q✉❛♥t✐✜❡r
❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r
❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❬●♦♦❞♠❛♥ ✷✵✵✺❪ q✉✐ ❡st ❧✬✉♥ ❞❡s ♣❧✉s ❝♦♥♥✉s✳ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥
❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡
❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts✱ s✐t✉és à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞♦♥♥é❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✐♠❛❣❡✉r✱ ❡t q✉✐ ♣❡r♠❡t
❛✉① ♣♦✐♥ts ❞✬êtr❡ s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t rés♦❧✉s✳
❙♦✉s ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ δx ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ✐♠❛❣❡✉r ❛②❛♥t
✉♥ ❛♥❣❧❡ ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ Ω ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
δx =
λ
Ω
♦ù λ ❡st ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ❧❛s❡r ❡t Ω r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝ô♥❡ ❞❡
❧✉♠✐èr❡ ❝♦♥tr✐❜✉❛♥t à ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡t ❧✬❛①❡ ♦♣t✐q✉❡ ✭❝❢ ❋✐❣✳ ✸✳✶✽✮✳
❙♦✉s ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❧❛tér❛❧❡ δx ❞✉ s②stè♠❡ ✐♠❛❣❡✉r ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡
Lξ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
δx =
2λz
Lξ
♦ù z ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♣♦✐♥t ✲ ♣❧❛♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳
◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞♦♥❝ ❝❤♦✐s✐r ∆x > δx ❡t ∆y > δy✳
❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ∆z
▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛①✐❛❧❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t étr♦✐t❡♠❡♥t ❧✐é❡ à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ z ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❛r✲
t✐❝✉❧❡s ❡t ❧❡ ❝❛♣t❡✉r✳ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ z ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ✐♠❛❣❡✉r✱ ❧♦rsq✉❡ Ω << 1 ❡st
✸✳✺✳ ❉é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉ ✺✶
❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❬❇♦r♥ ✶✾✺✾❪ ✿
δz =
λ
Ω2
=
4λz2
L2ξ
P❧✉s ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❝ô♥❡ ❞❡ ❧✉♠✐èr❡ Ω = Lξ/z ❝♦♥tr✐❜✉❛♥t à ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬✐♠❛❣❡ ❡st ❣r❛♥❞❡✱ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❡st ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ✭✈❛❧❡✉r ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ δz✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r
q✉❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛①✐❛❧❡ ❡st ❜✐❡♥ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❡t ❞é♣❡♥❞
❢♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✐♠❛❣❡✉r✳
❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❛✈♦✐r ∆z > δz✳
✸✳✹✳✸ ■♥s❡rt✐♦♥
▲✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛rq✉❡ M ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬❛❝❝✉❡✐❧ I s❡r❛ ré❛❧✐sé❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦✐❞s
❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ α ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧✬✐♠❛❣❡ ♠❛rq✉é❡ ✿
IM = I ⊞M = (1− α) I + α M
▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧
❉❡s t❡♥t❛t✐✈❡s ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ❡t ❞é❝♦❞❛❣❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❤♦❧♦❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠❡ ●❋✸❉
❡t ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ s❡ s♦♥t ❛✈éré❡s ✐♥❢r✉❝t✉❡✉s❡s ✿ t❛✉① ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥s ❝♦rr❡❝t❡s
❢❛✐❜❧❡✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ❝❛✉s❡s ❞❡ ❝❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥✳
▲❡ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ♠❛rq✉❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡
❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧✬✐♠❛❣❡ I ❡t ❧❛ ♠❛rq✉❡ M ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❡✈❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡
❧✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛rq✉❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♦♣té ♣♦✉r ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❣✉✐❧❧♦❝❤❡ ✸❉ ✭✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♣rés❡♥té❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✜❧tré❡ ♣❛ss❡✲❜❛s
♣❛r ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❞✐✛r❛❝t❛♥t✮ ✿ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥ ✜❧tr❡ r❛♠♣❡ ✈✐s❛♥t à
sé♣❛r❡r ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ♠❛rq✉❡ ✭❝❢ ❋✐❣✳ ✸✳✶✺✮✳ ❈❡t é❧♦✐❣♥❡♠❡♥t ❞❡s
♠♦❞è❧❡s ♦♣t✐q✉❡s✱ q✉✐ ♥♦✉s ♦♥t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ✐♥s♣✐rés✱ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❧✉s
r✐❣♦✉r❡✉s❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ s✐❣♥❛❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
❞❡ ❧❛ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡ ✭❞ét❛✐❧❧é ❝✐✲❞❡ss♦✉s✮ ❡t ❞✬✉♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ♣❛r ✜❧tr❛❣❡ ❛❞❛♣té ♣❡r♠❡t ❞❡
s✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❛✉ s❡♥s ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ s✐❣♥❛❧✳
✸✳✺ ❉é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉
✸✳✺✳✶ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ ❛❞❛♣té à ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛rq✉❡
❤♦❧♦❣r❛♣❤✐q✉❡
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛rq✉❡ ❤♦❧♦❣r❛♣❤✐q✉❡✱ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡
♠❛rq✉é❡ ✿
IM(x, y) = (1− α) I(x, y) + α M(x, y) ✭✸✳✷✮
✺✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ❡t ❧❡✉r ❞é❝♦❞❛❣❡
♦ù α ❡st ❧❡ t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥✳ ▲❡ s✐❣♥❛❧ q✉❡ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞ét❡❝t❡r ❡st ❧❛ ♠❛rq✉❡ M ❡t
❧✬✐♠❛❣❡ I ❡st ❧❡ ❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐❢✳ ❊♥ ✈✉❡ ❞✬✉♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛rq✉❡ M ♣❛r
✜❧tr❛❣❡ ❛❞❛♣té✱ ❧✬✐♠❛❣❡ I ❞❡✈r❛ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞✬✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❣❛✉ss✐❡♥✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾ ✕ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉ ✭❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉
✜❧tr❛❣❡ ❛❞❛♣té ❡st r❛♣♣❡❧é ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✷✮✳
❆♣rès ❧✬ét✉❞❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ✓ ♥❛t✉r❡❧❧❡s ✔ ✭➓ ✸✳✺✳✸✮✱ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s ❧❡
❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ✉♥ ❜❧❛♥❝❤✐♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬ét❛♣❡
❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r ✜❧tr❛❣❡ ❛❞♣❛té ✭➓ ✸✳✺✳✹✮✳
✸✳✺✳✷ ❘❛♣♣❡❧ s✉r ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❛❞❛♣té
P♦✉r ❝❡ r❛♣♣❡❧✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ s✐❣♥❛✉① t❡♠♣♦r❡❧s✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡
q✉❡ ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ y(t) = x(t) + b(t) ♦ù x(t) ❡st ❧❡
s✐❣♥❛❧✱ s✉♣♣♦sé ❝♦♥♥✉ ❡t b(t) ❡st ✉♥ ❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐❢✳
▲✬✐❞é❡ ❞✐r❡❝tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ♣❛r ✜❧tr❛❣❡ ❛❞❛♣té ❡st ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞❛♥s
❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞✉ ❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐❢✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ✜❧tr❡ h(t) t❡❧
q✉❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ s✉r ❜r✉✐t ❡♥ s♦rt✐❡ s♦✐t ♠❛①✐♠❛❧ à ✉♥ ✐♥st❛♥t T ✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡
❬❑❛② ✷✵✵✽❪ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ❜r✉✐t ❡st ✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❣❛✉ss✐❡♥ ❡t ❧❡ s✐❣♥❛❧ ré❡❧✱
q✉❡ ❝❡ ✜❧tr❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡st ✉♥ ✜❧tr❡ ❞♦♥t ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st✱ à ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡
k ♣rès✱ ❧❛ ❝♦♣✐❡ r❡t♦✉r♥é❡ ❡t ❞é❝❛❧é❡ ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ❞✉ s✐❣♥❛❧ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à
❞ét❡❝t❡r✳
h(t) = kx(T − t)
✸✳✺✳ ❉é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉ ✺✸
❖♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❛❞❛♣té ❝❛r ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡ h(t) ❡st s♣é❝✐✜q✉❡ ❛✉
s✐❣♥❛❧ x(t)✳
◆♦t♦♥s z(t) ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ ✜❧tr❡ ❞❡ ré♣♦♥s❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡ h(t)✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✿
z(t) = h(t) ∗ y(t)
z(t) =
∫ +∞
−∞
h(u)y(t− u)du
=
∫ +∞
−∞
x(T − u)y(t− u)du
=
∫ +∞
−∞
x(T − t+ v)y(v)dv
s♦✐t
z(t) = Cyx(T − t)
▲❡ ✜❧tr❛❣❡ ❛❞❛♣té ❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬✐♥t❡r❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ y(t) ❡t
❧❡ s✐❣♥❛❧ x(t)✳
✸✳✺✳✸ ❙♣❡❝tr❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s
❉❛♥s ♥♦tr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞✬❛❝❝✉❡✐❧ s♦♥t ❞❡s ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡s ❞✬✐❞❡♥t✐té q✉✐
❢♦♥t ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s✳ ❖r✱ ❋✐❡❧❞ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s s♣❡❝tr❡s
❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s s✉✐✈❡♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❡♥ 1f ♦ù f ❡st ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ s♣❛t✐❛❧❡
❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❬❋✐❡❧❞ ✶✾✽✼❪✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✵ ✕ ❙♣❡❝tr❡s ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❞✬❛♣rès ❬❋✐❡❧❞ ✶✾✽✼❪✳
✺✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ❡t ❧❡✉r ❞é❝♦❞❛❣❡
❆✜♥ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♣♦✉r ♥♦tr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✈ér✐✜♦♥s s❛ ✈❛❧✐❞✐té
s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡s ❞✬✐❞❡♥t✐té✳
✭❛✮ ❢♦rêt ✭❜✮ ▲❡♥❛ ✭❝✮ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡ ✶ ✭❞✮ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡ ✷
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✶ ✕ ■♠❛❣❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s t❡sts ♣♦✉r ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ I(f) = a
fβ
✳
P♦✉r ✉♥ ❛♥❣❧❡ θ ❞♦♥♥é✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ✐♠❛❣❡ I(f) s✬é❝r✐✈❡ ✿
I(f) =
a
fβ
❛❧♦rs log(I(f)) = log(a)− βlog(f)✳
❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✱ ❡♥ é❝❤❡❧❧❡ ❧♦❣✲❧♦❣✱ ❡st ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ♣❡♥t❡ −β ❡t ❞❡
✈❛❧❡✉r log(a) à ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳
❈❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧✬✐♠❛❣❡ ▲❡♥❛ ✭❜✮ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✶ ❡t s❡s s♣❡❝tr❡s ❡♥
❛♠♣❧✐t✉❞❡ s♦♥t r❡♣rés❡♥tés s✉✐✈❛♥t 4 ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❡♥ é❝❤❡❧❧❡ ❧♦❣✲❧♦❣ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✷
❛✈❡❝ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛♥❣❧❡ θ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✷ ✕ ❙♣❡❝tr❡ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ▲❡♥❛ ♣♦✉r ❧❡s ❛♥❣❧❡s β = 0◦✱ 45◦✱
90◦ ❡t 135◦ ❡♥ é❝❤❡❧❧❡ ❧♦❣✲❧♦❣✳
✸✳✺✳ ❉é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉ ✺✺
◆♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s q✉❡ ❧❡s ❞r♦✐t❡s ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❝❡ q✉✐
s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ✐♠❛❣❡✱ β ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥st❛♥t✳
P♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s t❡sts ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✶✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ log(a) ❡t ❞❡ β
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ θ ♦♥t été r❡♣♦rté❡s ❞❛♥s ❧❡s t❛❜❧❡❛✉① ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿
θ (a) (b) (c) (d)
✵ ✲✺✱✸✸ ✲✺✱✼✷ ✲✺✱✺✵ ✲✺✱✽✸
✹✺ ✲✹✱✾✽ ✲✺✱✽✽ ✲✺✱✽✶ ✲✺✱✺✶
✾✵ ✲✺✱✸✶ ✲✺✱✽✶ ✲✺✱✾✻ ✲✺✱✼✶
✶✸✺ ✲✺✱✺✶ ✲✺✱✺✷ ✲✻✱✵✺ ✲✺✱✾✷
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✸ ✕ ❈♦❡✣❝✐❡♥t log(a) ♣♦✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s t❡sts ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ θ✳
θ (a) (b) (c) (d)
✵ ✵✱✽✶ ✶✱✸✺ ✶✱✹✻ ✶✱✻✼
✹✺ ✵✱✼✵ ✶✱✸✻ ✶✱✺✺ ✶✱✷✷
✾✵ ✶✱✶✵ ✶✱✺✻ ✶✱✻✾ ✶✱✻✸
✶✸✺ ✶✱✵✶ ✶✱✹✸ ✶✱✻✽ ✶✱✺✷
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✹ ✕ ❈♦❡✣❝✐❡♥t β ♣♦✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s t❡sts ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ θ✳
▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✸ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞♦♥♥é❡✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
log(a) ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ❝♦♥st❛♥t✳
❆ ♣❛rt✐r ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✹✱ ♥♦✉s ✈♦②♦♥s q✉❡ s✉✐✈❛♥t ❧✬❛♥❣❧❡ θ ❞❡ ♠❡s✉r❡
❡t s✉✐✈❛♥t ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✭♣❛②s❛❣❡✱ ♣♦rtr❛✐t ♦✉ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡ ❞✬✐❞❡♥t✐té✮✱ ❧❡
❝♦❡✣❝✐❡♥t β ✈❛r✐❡ ♠❛✐s r❡st❡ ✈♦✐s✐♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐té✳
P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❞❛♥s ✉♥ ❜✉t ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❢❡r♦♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ β ❡st
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ θ ❡t é❣❛❧ à ❧✬✉♥✐té q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❡ t②♣❡ ❞✬✐♠❛❣❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s à
tr❛✐t❡r ❀ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ✿
I(u, v) = a√
u2+v2
✭✸✳✸✮
❛✈❡❝ a ♣♦✉✈❛♥t ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳
■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛rq✉❡ ♣❛r ✜❧tr❛❣❡ ❛❞❛♣té s♦✐t
♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❛✈❛♥t ❞ét❡❝t✐♦♥✱ ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❜❧❛♥❝❤✐♠❡♥t ❞✉ ❜r✉✐t ❞❛♥s
❧✬✐♠❛❣❡ IM ✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ ❜❧❛♥❝❤✐♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬❛❝❝✉❡✐❧ I ❬●♦✉❞❛✐❧ ✷✵✵✹❪✳
✸✳✺✳✹ ❈❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉ ❡t ❞é❝♦❞❛❣❡
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬❤♦❧♦❣r❛♠♠❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐✲
❝✉❧❡ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡✱ ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ϑ = δ s✐t✉é❡ ❡♥ (xi, yi) ❡t s❡ tr♦✉✈❛♥t s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ zi
✺✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ❡t ❧❡✉r ❞é❝♦❞❛❣❡
✭❝❢ ❊q✳ ✸✳✶✮ ✿
mxi,yi,zi = 1− 2δxi,yi ∗ hzi
♦ù hzi ❡st ❧❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧✳ ❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s
❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ♠❛♥✉s❝r✐t ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❝❡♥tré ❡t s✉♣♣r✐♠❡r♦♥s ❧❡ ❢❛❝t❡✉r
❞❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té −2 ✿
mxi,yi,zi = δxi,yi ∗ hzi
▲❛ ♠❛rq✉❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ N ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ s✬❡①♣r✐♠❡ ♣❛r ✿
M =
N∑
i=1
mxi,yi,zi =
N∑
i=1
δxi,yi ∗ hzi
▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ét❛♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s r❛❞✐❛❧❡s à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❢ré✲
q✉❡♥❝❡s✱ ❝❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ♣❧❛❣❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s s♣❛t✐❛❧❡s ❛❧❧❛♥t ❞❡ ✵ à ❧❛
❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ✭❞❡ ♣❛rt ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ zmax✱ ❝❢ ➓ ✸✳✹✳✷✮✳ ▲✬÷✐❧ ❤✉♠❛✐♥ ét❛♥t
♣❧✉s s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉① ❜❛ss❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❬❈❛♠♣❜❡❧❧ ✶✾✻✽❪✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r
✉♥ ✜❧tr❡ ♣❛ss❡✲❤❛✉t g à ❧❛ ♠❛rq✉❡ ✿
m˜xi,yi,zi,b = δxi,yi ∗ hzi ∗ g
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✺ ✕ ■♠❛❣❡ ▲❡♥❛ s❛♥s ❡t ❛✈❡❝ ✜❧tr❛❣❡ ♣❛ss❡✲❤❛✉t ❞❡ ❧❛ ♠❛rq✉❡ ♣♦✉r ✉♥
t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ α = 0, 4✳
▲❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ ✜❧tr❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❝❤♦✐s✐❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ♣❛r ✜❧tr❛❣❡ ❛❞❛♣té
♣❡r♠❡tt❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❜❧❛♥❝❤✐r ❧❡ ❜r✉✐t ✭❝❡ ❜r✉✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬❛❝❝✉❡✐❧✮✳
◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ✐❝✐ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡ ✜❧tr❡✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ s✐♠♣❧✐❝✐té✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r
t❡♠♣s✱ ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ❢❛✐t❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ♠❛rq✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ❝♦♠♣❧❡①❡s ✶✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ r❛♣♣❡❧é❡s ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❆✳ ▲❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❧♦rsq✉❡
❧✬♦♥ ♣❛ss❡ ❡♥ ré❡❧ s❡r♦♥t ❞ét❛✐❧❧é❡s ❞❛♥s ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡♠♣s✳
✶✳ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s❡r♦♥t s♦✉❧✐❣♥é❡s ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ❝♦♠♣❧❡①❡✳
✸✳✺✳ ❉é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉ ✺✼
✸✳✺✳✹✳✶ ❈❛s t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉ ❝♦♠♣❧❡①❡s
▼♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❡ ✜❧tr❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ♣❛ss❡✲❤❛✉t ✭❞❡ t②♣❡ r❛♠♣❡✮ s✉✐✈❛♥t ❡st ❜✐❡♥
❛❞❛♣té à ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ✿
Gb(u, v) = b
√
u2 + v2
▲❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ❝♦♠♣❧❡①❡s ✸❉ ♦♥t ❞♦♥❝ ♣♦✉r ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✿
m˜xi,yi,zi,b = δxi,yi ∗ hzi ∗ gb
♦ù gb r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ Gb✳
◆♦t♦♥s q✉❡ hz ét❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ✿ (hzi ∗
gb)(ξ, η) ≈ hzi(ξ, η)b
√
ξ2 + η2 ✭❝❢ ❋✐❣✳ ✸✳✷✻✮✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✻ ✕ ●✉✐❧❧♦❝❤❡ ✸❉ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ✉♥ ✜❧tr❛❣❡ ♣❛ss❡✲❤❛✉t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❋r❡s♥❡❧ ré❡❧❧❡✳
▲❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s {xj , yj , zj , b} ❡st ré❛❧✐✲
sé❡ ♣❛r ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♠❛rq✉é❡ IM ❛✈❡❝ ❧❛ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡ ❝❡♥tré❡ ❞❛♥s
❧✬✐♠❛❣❡✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r✱ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥
s✐♠♣❧❡✳ ▲❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡ IM ❡t ❞❡ m˜ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ✉♥❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ IM ❛✈❡❝
❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝♦♥❥✉❣✉é ❞❡ m˜ ✭❧❡ ♠♦t✐❢ ét❛♥t ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r r♦t❛t✐♦♥ ❞❡ 180◦✮ ✿
C(IM, m˜0,0,zj ,b) = IM ∗ m˜∗0,0,zj ,b
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ IM ✭❊q✳ ✸✳✷✮ ❡t ❞❡ m˜∗xi,yi,zi,b ✿
C(IM, m˜0,0,zj ,b) = [(1− α) I + α M˜ ] ∗ m˜∗0,0,zj ,b
= [(1− α)I + α
N∑
i=1
δxi,yi ∗ hzi ∗ gb] ∗ [h∗zj ∗ gb]
✺✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ❡t ❧❡✉r ❞é❝♦❞❛❣❡
❙❛❝❤❛♥t q✉❡ h∗zj = h−zj ✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣❡✉t êtr❡ réé❝r✐t❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
C(IM, m˜0,0,zj ,b) = [ (1− α)I + α
N∑
i=1
i 6=j
δxi,yi ∗ hzi ∗ gb
+ α(δxj ,yj ∗ hzj ∗ gb) ] ∗ [h−zj ∗ gb]
✭✸✳✹✮
▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❛♣♣❛r❛ît ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ tr♦✐s t❡r♠❡s
✭❝❢ ❋✐❣✳ ✸✳✶✾✮ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❛♥❛❧②s❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥t✳
✕ Pr❡♠✐❡r t❡r♠❡ ✿
P1 = (1− α)I ∗ (h−zj ∗ gb)
❈❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬❛❝❝✉❡✐❧ ✭q✉✐ ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ à ❞✉ ❜r✉✐t✮ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧
✸❉✳ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r P1 ❞❡ ❝❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ✈❛✉t ✿
P1(u, v) = (1− α) I(u, v) G(u, v) TFu,v(h−zj )
▲❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ét❛♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ♥❛✲
t✉r❡❧❧❡s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡✉r ♠♦❞è❧❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞ét❛✐❧❧é ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t
✭❊q✳ ✸✳✸✮✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣❡✉t êtr❡ é❝r✐t❡ ✿
P1(u, v) = (1− α) a√
u2 + v2
b
√
u2 + v2 TFu,v(hzj ) ✭✸✳✺✮
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✭❝❢ ❆♥♥❡①❡ ❆✮✱ P1 ❞❡✲
✈✐❡♥t ✿
P1(u, v) = Ke
−jpiλz(u2+v2) ✭✸✳✻✮
❛✈❡❝ K = (1− α) ab
❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡st ❞❡ ♥♦r♠❡ ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❜r✉✐t
❛ ❞♦♥❝ été ❜❧❛♥❝❤✐❡ ❬●♦✉❞❛✐❧ ✷✵✵✹❪✳
✕ ❉❡✉①✐è♠❡ t❡r♠❡ ✿
P2 =
α N∑
i=1
i 6=j
δxi,yi ∗ hzi ∗ gb
 ∗ (h−zj ∗ gb)
P2 = α
N∑
i=1
i 6=j
δxi,yi ∗ hzi−zj ∗ gb ∗ gb
▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡r♠❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❛ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡
q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❞ét❡❝t❡r ❡t ❧❡s ❛✉tr❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s✳ ❈❡ t❡r♠❡ ré♣❛rt✐ s✉r t♦✉t❡
✸✳✺✳ ❉é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉ ✺✾
❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❡✈❛♥t ❧❡ t❡r♠❡
P3 q✉❡ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳
✕ ❚r♦✐s✐è♠❡ t❡r♠❡ ✿
P3 = α
(
δxj ,yj ∗ hzj ∗ gb
)
∗
(
h−zj ∗ gb
)
❉✬❛♣rès ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✿ hzj ∗ h−zj = δ0,0✳ ❉✬♦ù ✿
P3 = α
(
δxj ,yj ∗ gb ∗ gb
)
❉❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✱ ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ✿
P3(u, v) = α[TFu,v
(
δxj ,yj
)
.TF 2u,v (gb)]
❖r TFu,v2 (gb) = Gb
2(u, v) = b2(u2 + v2)✱
♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝
TF−1[TFu,v2 (gb)] = TF−1[b2(u2 + v2)] = − b
2
4pi2
δ
(2)
0,0
❛✈❡❝ δ(2) ❧❛ ❞ér✐✈é❡ s❡❝♦♥❞❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❞❡ ❉✐r❛❝✳
P3 ❛ ❞♦♥❝ ♣♦✉r ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✿
P3 = −αb
2
4pi2
δ(2)xj ,yj
❈❡ ❞❡r♥✐❡r t❡r♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ♣✐❝ ❞❡ ❢♦rt❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♣❧❛❝é ❛✉ ♣♦✐♥t
(xj , yj)✳ P♦✉r ✉♥❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ré❛❧✐sé❡ s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❧❛♥s ❞✉ ✈♦❧✉♠❡
s❝❛♥♥é✱ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❜t❡♥✉ ❝♦♠♣♦rt❡ ❞♦♥❝ ❞❡s ♣✐❝s ❛✉① ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✉
♥✉❛❣❡✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts ♦♥t été ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ❝♦♠✲
♣❧❡①❡s ❛♥❛❧♦❣✐q✉❡s ❡t ❞é✜♥✐❡s s✉r ✉♥ s✉♣♣♦rt ✐♥✜♥✐✳ ❊❧❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✈❛❧✐❞❡s
♣♦✉r ✉♥ ❝❛s ré❡❧ ✿ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ré❡❧❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é❡s ❡t ❞é✜♥✐❡s s✉r ❧❡
s✉♣♣♦rt ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳
✸✳✺✳✹✳✷ ❈❛s ❞❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉ ré❡❧❧❡s
◆♦✉s ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ♣❛s ✐❝✐ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❡t ❞✉ s✉♣♣♦rt ❜♦r♥é✱
♠❛✐s ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ✐♥tr♦❞✉✐ts ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ré❡❧❧❡✳
❘❡❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s tr♦✐s t❡r♠❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✹✳
✕ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ P1 = (1− α)I ∗ (h−zj ∗ gb)✳
■❧ ❡st ❛✐sé ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ✿
P1(u, v) =
K
(
e−jpiλz(u
2+v2) + e+jpiλz(u
2+v2)
)
2
✭✸✳✼✮
✻✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ❡t ❧❡✉r ❞é❝♦❞❛❣❡
❛✈❡❝ K = (1− α) ab
▲❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♠♣❧❡①❡✳
✕ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡r♠❡ P2 = α
 N∑
i=1
i 6=j
δxi,yi ∗ hzi ∗ gb
 ∗ (h−zj ∗ gb) ✳
P2 ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✭❝❢ ❆♥✲
♥❡①❡ ❆✮ ✿
P2 =
1
2
α n∑
i=1
i 6=j
δxi,yi ∗ gb ∗ gb
 ∗ (hzi+zj + hzi−zj)
❈❡ t❡r♠❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥t ♦♣t✐q✉❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞é❢♦❝❛❧✐sé❡s ré❡❧❧❡s ❡t
✈✐rt✉❡❧❧❡s✳ ■❧ ❡st ré♣❛rt✐ s✉r t♦✉t❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳
■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❡✈❛♥t ❧❡ t❡r♠❡ P3✳
✕ ▲❡ tr♦✐s✐è♠❡ t❡r♠❡ ✿ P3 = α
(
δxj ,yj ∗ hzj ∗ gb
) ∗ (h−zj ∗ gb)✳
■❧ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✉♥❡ ✐♠❛❣❡
❢♦❝❛❧✐sé❡ ❡t ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❞✬✐♠❛❣❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡✳
P3 = α
(
δxj ,yj ∗ hzj ∗ gb
) ∗ (h−zj ∗ gb)
P3 = − α
4pi2
δxj ,yj −
α
4pi2
δxj ,yj ∗ h2zj
❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♠♣❧❡①❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ P3 ♣❡✉t
s✬✐♥t❡r♣rét❡r ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣✐❝ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ✭♦✉ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ré❡❧❧❡ ❢♦❝❛❧✐sé❡✮✳ ▲❡
❞❡✉①✐è♠❡ t❡r♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✱ q✉❛♥t à ❧✉✐✱ à ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
❞♦♥t ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❡st ré♣❛rt✐❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✭❛♥❛❧♦❣✉❡ à ✉♥❡ ✐♠❛❣❡
✈✐rt✉❡❧❧❡✮✳
✸✳✺✳✹✳✸ ❊t✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡
▲❡s t❡r♠❡s P1✱ P2 ❡t P3 ✭❝❢ ❋✐❣✳ ✸✳✶✾✮ s♦♥t ét✉❞✐és ✐❝✐ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡
❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ❡♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛✈❡❝ ✜❧tr❛❣❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ❞❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧
✭gb = TF−1(b
√
u2 + v2✮✮ ❡t s❛♥s ✜❧tr❛❣❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ✭gb = δ✮✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✼ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞✉ t❡r♠❡ P1 s❛♥s ❡t ❛✈❡❝
✜❧tr❛❣❡ ❛❞❛♣té✳
✸✳✺✳ ❉é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉ ✻✶
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✼ ✕ ▲♦❣❛r✐t❤♠❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞✉ t❡r♠❡ P1 s❛♥s ❡t ❛✈❡❝ ✜❧tr❛❣❡ ❛❞❛♣té✳
❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧✬❡✛❡t ❞✉ ❜r✉✐t ❝♦rré❧é✳ ■❧ s✉❜s✐st❡ ✉♥
rés✐❞✉ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❈❡ ✜❧tr❛❣❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t ❡st ❞û à ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢❛✐t❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ 1f ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✽ ✐❧❧✉str❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞✉ t❡r♠❡ P2 ♦❜t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù
N = 16✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✽ ✕ ❙♣❡❝tr❡ ❞✉ t❡r♠❡ P2 s❛♥s ❡t ❛✈❡❝ ✜❧tr❛❣❡ ❛❞❛♣té✳
▲❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡ r❡❝❤❡r❝❤é❡ ét❛♥t ♣♦s✐t✐♦♥♥é❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❡t ❧❡s ❛✉tr❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s
❞✐s♣♦sé❡s ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✱ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ♣✐❝ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡
r❡❝❤❡r❝❤é❡ ❡t ❝❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❡st ❢❛✐❜❧❡✳
▲✬❛❧❧✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ s❡❝♦♥❞❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❞❡ ❉✐r❛❝ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣r♦①✐♠é❡
♣❛r ❧❛ ❞ér✐✈é❡ s❡❝♦♥❞❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ●❛✉ss ❞♦♥t ❧✬é❝❛rt✲t②♣❡ t❡♥❞ ✈❡rs 0✳
✻✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ❡t ❧❡✉r ❞é❝♦❞❛❣❡
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✾ ✕ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ s❡❝♦♥❞❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❞❡ ❉✐r❛❝✳
❉♦♥❝ ❧❡ t❡r♠❡ P3 q✉✐ ❡st✱ ❛♣rès ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ s✐❣♥❡✱ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ s❡❝♦♥❞❡ ❞❡
❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❞❡ ❉✐r❛❝ ♣rés❡♥t❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳ ▲❛
❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡ r❡❝❤❡r✲
❝❤é❡✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✵ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ t❡r♠❡ P3(0, 0)✳
❆✉ ✜♥❛❧✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ C(IM, m˜zi) s❛♥s ♦✉
❛✈❡❝ ✜❧tr❛❣❡✳ ❈♦♠♠❡ ❛✉♣❛r❛✈❛♥t✱ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡ r❡❝❤❡r❝❤é❡ ❡st ♣♦s✐t✐♦♥♥é❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡
❡t ❧❡s ❛✉tr❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s s♦♥t ❞✐s♣♦sé❡s ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡✳
✸✳✺✳ ❉é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉ ✻✸
❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✶ ✕ ❋✐❣✉r❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ C(IM, m˜zi) s❛♥s ♦✉ ❛✈❡❝ ✜❧tr❛❣❡ ❛❞❛♣té✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✿ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✜❧tr❛❣❡ ❛❞❛♣té ✸✳✸✷✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
♦❜s❡r✈❡r ❧❡s ✓ ♣✐❝s ✔ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ s❡❝♦♥❞❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❞❡ ❉✐r❛❝✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✷ ✕ ❋✐❣✉r❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ C(IM, m˜zi) ❛✈❡❝ ✜❧tr❛❣❡ ❛❞❛♣té ✭♣rés❡♥❝❡ ❞❡s
♣✐❝s ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ s❡❝♦♥❞❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❞❡ ❉✐r❛❝✮✳
◆♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸✶ q✉✬❛✈❡❝ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❛❞❛♣té ❧❡ ❜r✉✐t ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t
❞✐♠✐♥✉é✳ ▲❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ q✉❛♥t✐✜é❡ ♣❛r ❧❡ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ s✉r
❜r✉✐t ✿
RSB =
S0
σ0
S0 ét❛♥t ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t σ0 ❧✬é❝❛rt✲t②♣❡
❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❧❡ ❜r✉✐t✳ P♦✉r ♠❡s✉r❡r ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❛❞❛♣té✱
♥♦✉s ❞ét❡r♠✐♥♦♥s ❧❡ ❘❛♣♣♦rt ❙✐❣♥❛❧ s✉r ❇r✉✐t ✭❘❙❇✮ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s
❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ✿
✻✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ❡t ❧❡✉r ❞é❝♦❞❛❣❡
s❛♥s ✜❧tr❛❣❡ s❛♥s ✜❧tr❛❣❡ ❛✈❡❝ ✜❧tr❛❣❡ ❛✈❡❝ ✜❧tr❛❣❡
❛❞❛♣té ❛❞❛♣té ✭❞❇✮ ❛❞❛♣té ❛❞❛♣té ✭❞❇✮
✶z1✲✶✺zi,j ✸✸ ✸✵✱✹ ✶✽✺✱✶ ✹✺✱✸
✶z16✲✶✺zi,j ✺✱✷ ✶✹✱✸ ✾✱✻ ✶✾✱✻
✶✻z1 ✸✹ ✸✵✱✻ ✶✻✾✱✻ ✹✹✱✻
✶✻z8 ✺✱✶ ✶✹✱✷ ✻✱✼ ✶✻✱✺
✶✻z16 ✹✱✾ ✶✸✱✽ ✽✱✾ ✶✾
✶z1✲❍●✲✶✺zi,j ✽✱✻ ✶✽✱✼ ✹✸ ✸✷✱✼
✶z1✲❍❉✲✶✺zi,j ✻✱✻ ✶✻✱✹ ✸✽✱✸ ✸✶✱✼
✶z1✲❇●✲✶✺zi,j ✾✱✽ ✶✾✱✽ ✺✵ ✸✹
✶z1✲❇❉✲✶✺zi,j ✻✱✹ ✶✻✱✶ ✸✼✱✷ ✸✶✱✹
❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✸ ✕ ▼❡s✉r❡ ❞✉ ❘❙❇ ❛✈❡❝ ✜❧tr❛❣❡ ❡t s❛♥s ✜❧tr❛❣❡ ❛❞❛♣té ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s
ré♣❛rt✐t✐♦♥s ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s✳
❉❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✸✸✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❛✈❡❝
❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ azk s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ a ♣❛rt✐❝✉❧❡s s♦♥t ♣♦s✐t✐♦♥♥é❡s s✉r ❧❡ ♣❧❛♥
k✳ bzi,j ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ b ♣❛rt✐❝✉❧❡s s♦♥t ♣♦s✐t✐♦♥♥é❡s ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
♣❧❛♥s ❡①❝❡♣té ❧❡ ♣❧❛♥ k✳ ❙✐ a = 1 ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❡st ❝❡♥tré❡✱ s❛✉❢ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ HG
✭❡♥ ❤❛✉t à ❣❛✉❝❤❡✮✱ ♦ù ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❡st ❞❛♥s ✉♥ ❝♦✐♥✳ ❙✐ a 6= 1✱ ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s s♦♥t
❞✐s♣♦sé❡s ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥✳
❈❡ t❛❜❧❡❛✉ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❛❞❛♣té ❛♣♣♦rt❡ ✉♥❡ ♥❡tt❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞✉ r❛♣✲
♣♦rt s✐❣♥❛❧ s✉r ❜r✉✐t q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ ❛✉ss✐
q✉❡ ❧❡ ❘❙❇ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s✳ ▲❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ r❛❞✐❛❧❡ s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡st à s✉♣♣♦rt ❜♦r♥é✳
▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞✉ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉ ❡st à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥
✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❡t ✉♥ ❛✈❛♥t❛❣❡✳ ❈✬❡st ✉♥ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❝❛r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ♠✐s ❡♥ ÷✉✈r❡ s♦♥t
❝♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❞♦♥❝ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ♠❛✐s ❝✬❡st ❛✉ss✐ ✉♥ ❛✈❛♥t❛❣❡
❝❛r ❝❡ ❞é❝♦❞❛❣❡✱ ❢❛✐s❛♥t ❛♣♣❡❧ à ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♣é❝✐✜q✉❡s ❡t s♦♣❤✐st✐q✉és✱ ♣r♦tè❣❡
❞✬✉♥ é✈❡♥t✉❡❧ ♣✐r❛t❛❣❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s s♦♥t
♥♦♠❜r❡✉① ✿ ❡❧❧❡s s♦♥t ❞✐s❝rèt❡s✱ ❞✐✣❝✐❧❡s à ✐♠✐t❡r ❡t ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ❞é❝♦❞❛❜❧❡s✳
❯♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣❧✉s ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❝❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ s❡r❛ ❢❛✐t❡ ❛✉
❝❤❛♣✐tr❡ ✺✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✜❧tré❡s ♣❛ss❡✲
❤❛✉t ♣❡r♠❡tt❛✐t ❞✬✐♥sér❡r ✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞✐s❝rèt❡ ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✳ ▲❡ ✜❧tr❡ ♣❛ss❡✲❤❛✉t ❛
été ❝❤♦✐s✐ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ♣❛r ✜❧tr❛❣❡ ❛❞❛♣té ❡✣❝❛❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❜❧❛♥❝❤✐r
❧❡ ❜r✉✐t ✭❞û à ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬❛❝❝✉❡✐❧✮ ❧♦rs ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✹
❊t❛❧♦♥♥❛❣❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡
❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡
❙♦♠♠❛✐r❡
✹✳✶ Pr♦❝❡ss✉s ✐♠♣❧✐q✉és ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡ ✳ ✳ ✻✺
✹✳✶✳✶ P❤❛s❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺
✹✳✶✳✷ P❤❛s❡ ❞❡ ❧❡❝t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽
✹✳✶✳✸ ▼♦❞è❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵
✹✳✷ ❊t❛❧♦♥♥❛❣❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❱✐❧❧à♥ ❡t ❛❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸
P♦✉r ❝♦♥❝❡✈♦✐r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ r♦❜✉st❡ ❛✉① ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞✬✐♠❛❣❡ ♣r♦✲
✈♦q✉é❡s ♣❛r ❧❡s ét❛♣❡s ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❡❝t✉r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r
❧❛ ❝❤❛î♥❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡✱ ❡♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ✉♥❡ ✐♠♣r✐♠❛♥t❡ ❧❛s❡r ♠♦♥♦❝❤r♦♠❡ ❡t ✉♥
s❝❛♥♥❡r à ♣❧❛t✳ ❈❡❧❛ ♣❛ss❡ ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡
st❛t✐st✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ♣✉✐s❡r♦♥s ❞❛♥s
❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❡t ét❛❧♦♥♥❡r♦♥s ❛♣rès ❛✈♦✐r ❞é❝r✐t ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡
❧✬✐♠♣r✐♠❛♥t❡ ❡t ❞✉ s❝❛♥♥❡r✳
✹✳✶ Pr♦❝❡ss✉s ✐♠♣❧✐q✉és ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲
❧❡❝t✉r❡
✹✳✶✳✶ P❤❛s❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥
❉✐✛ér❡♥t❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❞✬✐♠♣r✐♠❛♥t❡s ❡①✐st❡♥t✳
❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ét❛✐t ❛♣♣❛r✉❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❢r❛♣♣❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ✭✐♠♣r✐✲
♠❛♥t❡s à ✐♠♣❛❝t✮✳ P❛r♠✐ ❧❡s ✐♠♣r✐♠❛♥t❡s à ✐♠♣❛❝t ❞♦♥t ✉♥❡ têt❡ ♦✉ ✉♥❡ ❛✐❣✉✐❧❧❡
❢r❛♣♣❡ ❝♦♥tr❡ ✉♥ r✉❜❛♥ ❡♥❝r❡✉r ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ♠❛rq✉❡ s✉r ❧❡ ♣❛♣✐❡r✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r
❧❡s ✐♠♣r✐♠❛♥t❡s ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡s à ❛✐❣✉✐❧❧❡s✱ ❧❡s ✐♠♣r✐♠❛♥t❡s à ♠❛r❣✉❡r✐t❡ ❡t ❧❡s ✐♠♣r✐✲
♠❛♥t❡s ❧✐❣♥❡✳ ❉❡ ♣❛r ❧❡✉r ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✱ ❝❡s ✐♠♣r✐♠❛♥t❡s à ✐♠♣❛❝t ♦♥t
t❡♥❞❛♥❝❡ à êtr❡ ❜r✉②❛♥t❡s✱ ❧❡✉r ❝❛♣❛❝✐té à r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❧❡s ♣♦❧✐❝❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s ❧✐✲
♠✐té❡ ❡t ❧❡✉r q✉❛❧✐té ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥ ❡st s♦✉✈❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s
❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥ ♣❧✉s ré❝❡♥t❡s✱ s❛♥s ✐♠♣❛❝t✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬♦♣t✐q✉❡ ❡t ❧✬é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✱ ❝♦♠♠❡
❧❡s ✐♠♣r✐♠❛♥t❡s à ❥❡t ❞✬❡♥❝r❡ ♦✉ ❧❛s❡r✳
❱✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧✬✐♠♣r❡ss✐♦♥ à t♦♥s ❝♦♥t✐♥✉s✱ ❧✬✐♠♣r❡ss✐♦♥ ❡♥ ❞❡♠✐✲t♦♥s ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡
à ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ét❛♣❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡♥ ✉♥❡
✻✻
❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❊t❛❧♦♥♥❛❣❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡
❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡
✐♠❛❣❡ ❜✐♥❛✐r❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❡♥ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡ ❝♦ût✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s s♦♥t
♦❜t❡♥✉s ❡♥ ❛❥✉st❛♥t ❧❛ ❞❡♥s✐té s✉r❢❛❝✐q✉❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✬❡♥❝r❡ ♥♦✐r❡ ❞♦♥t ❧❡ r❡♥❞✉ ❡st
♠♦②❡♥♥é ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬÷✐❧✳
✭❛✮ ✐♠❛❣❡ ❡♥ t♦♥ ❝♦♥t✐♥✉ ✭❜✮ ✐♠❛❣❡ ❡♥ ❞❡♠✐✲t♦♥s
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✕ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡♥ t♦♥ ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ ✷✺✻ ♥✐✈❡❛✉① ✭❛✮ ❡♥ ✉♥❡
✐♠❛❣❡ ❡♥ ❞❡♠✐✲t♦♥s à ✷ ♥✐✈❡❛✉① ✭❜✮ ♣♦✉r ❧❛ r❡♥❞r❡ ✐♠♣r✐♠❛❜❧❡ ❬❇♦✉st ✷✵✵✺❪✳
P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr❡r♦♥s ♥♦tr❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
s✉r ❧❡s ✐♠♣r✐♠❛♥t❡s ❧❛s❡rs ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛♥t ❡♥ ❞❡♠✐✲t♦♥s✳
▲✬✐♠♣r❡ss✐♦♥ ❧❛s❡r ♠♦♥♦❝❤r♦♠❡ ❞✬✉♥ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ❞♦♥✲
♥é❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s s✉r ❧❡ ♣❛♣✐❡r✱ ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❝❤✐♠✐q✉❡s✱
é❧❡❝tr✐q✉❡s ❡t ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❬▲❡① ✷✵✵✾❪✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✐❧❧✉str❡ ❧❡s
♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❡t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥ ❡♥ ✻ ét❛♣❡s ✿
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ✕ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✐♠♣r✐♠❛♥t❡ ❧❛s❡r
♠♦♥♦❝❤r♦♠❡✳
✹✳✶✳ Pr♦❝❡ss✉s ✐♠♣❧✐q✉és ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡ ✻✼
✶✮ ❈❤❛r❣❡ é❧❡❝tr✐q✉❡ ✿ ❧❡ t❛♠❜♦✉r r❡ç♦✐t ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❤❛r❣❡ é❧❡❝tr✐q✉❡ ✉♥✐❢♦r♠❡✳
▲❡ r♦✉❧❡❛✉ ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ❛♣♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ❝❤❛r❣❡ é❧❡❝tr✐q✉❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ♥é❣❛t✐✈❡ à
❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ t❛♠❜♦✉r ♣❤♦t♦❝♦♥❞✉❝t❡✉r✳ ▲❡ t❛♠❜♦✉r ♣❤♦t♦❝♦♥❞✉❝t❡✉r ❡st ✉♥
❝♦♠♣♦s❛♥t ❝♦♥ç✉ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞♦♥♥é❡ à ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ❞✉ ❧❛s❡r✳
✷✮ ❊①♣♦s✐t✐♦♥ ✿ ❧❡ ❧❛s❡r ❡①♣♦s❡ ❧❡ t❛♠❜♦✉r ♣❤♦t♦❝♦♥❞✉❝t❡✉r✳
▲❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❧❛s❡r ❡st ❣é♥éré ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t à ✐♠♣r✐♠❡r✳ ■❧ r❡♥tr❡ ❡♥
❝♦♥t❛❝t ❛✈❡❝ ❧❡ t❛♠❜♦✉r ♣❤♦t♦❝♦♥❞✉❝t❡✉r✱ ❣râ❝❡ ❛✉ ♠✐r♦✐r ♣♦❧②❣♦♥❛❧✱ ♣❧✉s ❞❡ ✻✺
♠✐❧❧✐♦♥s ❞❡ ❢♦✐s ♣❛r s❡❝♦♥❞❡✱ ❡♥tr❛î♥❛♥t ✉♥❡ ✐♦♥✐s❛t✐♦♥ q✉✐ ❝❤❛r❣❡ ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s
③♦♥❡s ❜❛❧❛②é❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❝ré❡ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ é❧❡❝tr♦st❛t✐q✉❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ t❛♠❜♦✉r
♣❤♦t♦❝♦♥❞✉❝t❡✉r✳ ▲❡s ③♦♥❡s ♥♦✐r❡s ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t à ✐♠♣r✐♠❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛❧♦rs
❛✉① ③♦♥❡s ❝❤❛r❣é❡s ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t✳
✸✮ ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ✿ ❧❡ r♦✉❧❡❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡✉r ❞é♣♦s❡ ❧❡ t♦♥❡r s✉r ❧❡ t❛♠❜♦✉r✳
▲❡ t♦♥❡r ❡st ✉♥❡ ♣♦✉❞r❡ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s très ✜♥❡s ❞❡ ♣❧❛st✐q✉❡ ♥♦✐r
♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❝❤❛r❣é❡ é❧❡❝tr✐q✉❡♠❡♥t✳ ▲❡ r♦✉❧❡❛✉ ❞❡ t♦♥❡r r❡❝♦✉✈r❡ ❞❡ t♦♥❡r ❝♦♥t❡♥✉
❞❛♥s ❧❛ tré♠✐❡✱ ❧❡ r♦✉❧❡❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡✉r ❡t ❝❤❛r❣❡ ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❡♥ é❧❡❝tr✐❝✐té st❛t✐q✉❡✳
▲♦rsq✉❡ ❧❡ t♦♥❡r ❡st ré♣❛rt✐ s✉r ❧❡ r♦✉❧❡❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡✉r✱ ✉♥ ✐♥str✉♠❡♥t é❣❛❧✐s❛t❡✉r
❛♣♣❡❧é r❛❝❧❡ ✉♥✐❢♦r♠✐s❡ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ t♦♥❡r à q✉❡❧q✉❡s ♠✐❝r♦♠ètr❡s✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡
r♦✉❧❡❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡✉r ❡t ❧❡ t❛♠❜♦✉r ♣❤♦t♦❝♦♥❞✉❝t❡✉r r❡♥tr❡♥t ❡♥ ❝♦♥t❛❝t✱ ❧❡ t♦♥❡r
❝❤❛r❣é ♥é❣❛t✐✈❡♠❡♥t ❡st ❛tt✐ré ✈❡rs ❧❡s ③♦♥❡s ❝❤❛r❣é❡s ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t ❞✉ t❛♠❜♦✉r
♣❤♦t♦❝♦♥❞✉❝t❡✉r✳
✹✮ ❚r❛♥s❢❡rt ✿ ❧❡ t♦♥❡r ❡st tr❛♥s❢éré s✉r ❧❡ ♣❛♣✐❡r✳
▲♦rsq✉❡ ❧❡ ♣❛♣✐❡r ♣❛ss❡ s♦✉s ❧❡ t❛♠❜♦✉r✱ ❧❡ r♦✉❧❡❛✉ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❛♣♣❧✐q✉❡ ✉♥❡
❝❤❛r❣❡ é❧❡❝tr✐q✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡ q✉✐ ♣r♦✈♦q✉❡ ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✉ t♦♥❡r ❞✉ t❛♠❜♦✉r ♣❤♦t♦❝♦♥✲
❞✉❝t❡✉r ❛✉ ♣❛♣✐❡r✳ ▲❡ t❛♠❜♦✉r ♣❡✉t ❡✛❡❝t✉❡r ❥✉sq✉✬à ✷ t♦✉rs ♣❛r s❡❝♦♥❞❡ s❡❧♦♥ ❧❛
✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é✜❧❡♠❡♥t ❞✉ ♣❛♣✐❡r ❛✜♥ ❞✬❛ss✉r❡r ❧❡ tr❛♥s❢❡rt ❝♦♠♣❧❡t ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t✳
✺✮ ❋✐①❛t✐♦♥ ✿ ❧❡ t♦♥❡r ❡st ❢♦♥❞✉ s✉r ❧❡ ♣❛♣✐❡r✳
▲❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❡st ❡♥s✉✐t❡ ✜①é ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣❡r♠❛♥❡♥t❡ ❣râ❝❡ à ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥
♣ré❝✐s❡ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡t ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ ♣❛♣✐❡r s✬❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡
❞❡s r♦✉❧❡❛✉① ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❥✉sq✉✬à ❛tt❡✐♥❞r❡ ✷✷✺✝❈✳ ❊♥ q✉❡❧q✉❡s ♠✐❧❧✐è♠❡s
❞❡ s❡❝♦♥❞❡✱ ❧❡ t♦♥❡r ❡♥ ♣♦✉❞r❡ ❛tt❡✐♥t s♦♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❡t ❢✉s✐♦♥♥❡ s✉r ❧❛ ♣❛❣❡✳
▲❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞✉ t♦♥❡r ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té
❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ✐♠♣r✐♠❛♥t❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❣❛r❛♥t✐t ❞❡s ✐♠♣r❡ss✐♦♥s ré✉ss✐❡s ❡t ✉♥❡ ❞✉ré❡ ❞❡
✈✐❡ ♣r♦❧♦♥❣é❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té ❞❡ ❢✉s✐♦♥✳
✻✮ ◆❡tt♦②❛❣❡ ✿ ❧❡ t❛♠❜♦✉r ♣❤♦t♦❝♦♥❞✉❝t❡✉r ❡st ♥❡tt♦②é✳
✻✽
❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❊t❛❧♦♥♥❛❣❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡
❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡
▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ét❛♣❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ♣ré♣❛r❡ ❧❡ t❛♠❜♦✉r
♣❤♦t♦❝♦♥❞✉❝t❡✉r ♣♦✉r ❧✬✐♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣❛❣❡✳ ▲❛ r❛❝❧❡ r❡t✐r❡ t♦✉t❡ ♣❛r✲
t✐❝✉❧❡ ❞❡ t♦♥❡r r❡st❛♥t❡ ❡t ❧❡ t❛♠❜♦✉r ♣❤♦t♦❝♦♥❞✉❝t❡✉r ❡st à ♥♦✉✈❡❛✉ ♣rêt à êtr❡
r❡❝♦✉✈❡rt ❞❡ t♦♥❡r✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥❡ ❧❛♠♣❡ à ❞é❝❤❛r❣❡ ♣❡r♠❡t ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ❝❤❛r❣❡s ré✲
s✐❞✉❡❧❧❡s ❞✉ t❛♠❜♦✉r ♣❤♦t♦❝♦♥❞✉❝t❡✉r✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ❛❧♦rs ❜✐❡♥ ♣ré♣❛ré ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦✲
❝❤❛✐♥❡ ✐♠♣r❡ss✐♦♥✳
✹✳✶✳✷ P❤❛s❡ ❞❡ ❧❡❝t✉r❡
▲❛ ♥✉♠ér✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞♦❝✉♠❡♥t ✈✐❛ ✉♥ s❝❛♥♥❡r à ♣❧❛t ❡st s❛♥s ❞♦✉t❡ ❧❛ ♣❧✉s
ré♣❛♥❞✉❡ ❡♥ ❜✉r❡❛✉t✐q✉❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① s♦rt❡s ❞❡ s❝❛♥♥❡rs à ♣❧❛t ✿ ❝❡✉① ❞♦♥t
❧❡s ❝❛♣t❡✉rs ❞❡ t②♣❡ ❈❈❉ s♦♥t ✜①❡s ❡t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♠♦❜✐❧❡ ❡st ✉♥ ♠✐r♦✐r ❡t ❝❡✉①
❞♦♥t ❧❡s ❝❛♣t❡✉rs ❞❡ t②♣❡ ❈■❙ ✭❈♦♥t❛❝t ■♠❛❣❡ ❙❡♥s♦r✮ s♦♥t ♠♦❜✐❧❡s ❡t ❛♣♣❧✐q✉és
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❝♦♥tr❡ ❧❛ ✈✐tr❡✳ P❛r♠✐ ❧❡s ❛✉tr❡s t②♣❡s ❞❡ s❝❛♥♥❡rs✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ✿
❧❡s s❝❛♥♥❡rs à ❞é✜❧❡♠❡♥t ♦ù ❧❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❡st ❡♥tr❛î♥é ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❢❛① ❡t ❧❡s
❝♦♠♣♦s❛♥ts ♦♣t✐q✉❡s r❡st❡♥t ✜①❡s✱ ❧❡s s❝❛♥♥❡rs à ♠❛✐♥ ♦ù ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞é♣❧❛❝❡
❧✬♦✉t✐❧ ❝♦♥tr❡ ❧❡ ❞♦❝✉♠❡♥t à ♥✉♠ér✐s❡r✱ ❧❡s s❝❛♥♥❡rs à ❞✐❛♣♦s✐t✐✈❡s ♦ù ❧❛ ❧✉♠✐èr❡
tr❛✈❡rs❡ ❧❡ ❞♦❝✉♠❡♥t tr❛♥s♣❛r❡♥t✱ ❡♥✜♥ ❧❡s s❝❛♥♥❡rs à t❛♠❜♦✉r ♦ù ❧❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts
s♦♥t ❡♥r♦✉❧és ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥ ❝②❧✐♥❞r❡ ❡t ♥❡ ❞♦✐✈❡♥t ♣❛s ❞é♣❛ss❡r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ é♣❛✐ss❡✉r✳
◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ✉♥ s❝❛♥♥❡r à ♣❧❛t ❛✈❡❝ ❝❛♣t❡✉rs ❞❡ t②♣❡ ❈❈❉ ❞♦♥t ❧❡s
♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❝♦♠♣♦s❛♥ts s♦♥t ✿ ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs ❈❈❉ ❞é❞✐és r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ❝❛♥❛✉①
❘♦✉❣❡✱ ❱❡rt ❡t ❇❧❡✉✱ ❧❛ ❧❛♠♣❡ ❡t ❧❡ ❝♦♥✈❡rt✐ss❡✉r ❛♥❛❧♦❣✐q✉❡✲♥✉♠ér✐q✉❡✳ ▲❡ ❞♦❝✉♠❡♥t
à ♥✉♠ér✐s❡r ❡st ♣♦sé ❝♦♥tr❡ ✉♥❡ ✈✐tr❡ s♦✉s ❧❛q✉❡❧❧❡ ✉♥ ♠✐r♦✐r ❡t ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ❧✉♠✐èr❡
❡✛❡❝t✉❡♥t ❡♥s❡♠❜❧❡ ✉♥ ♣❛ss❛❣❡✳ ▲❛ s♦✉r❝❡ ❧✉♠✐♥❡✉s❡ é❝❧❛✐r❡ ❧❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❛✉ tr❛✈❡rs
❞❡ ❧❛ ✈✐tr❡ ❡t ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ré✢é❝❤✐❡ ♣❛r ❧❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❡st r❡♥✈♦②é❡ ♣❛r ❧❡ ♠✐r♦✐r ♠♦❜✐❧❡
à ✉♥ s②stè♠❡ ♦♣t✐q✉❡ q✉✐ ❧❡ tr❛♥s♠❡t ❛✉① ❝❛♣t❡✉rs ❞❡ t②♣❡ ❈❈❉✳ ▲❡ ❝♦♥✈❡rt✐ss❡✉r
❛♥❛❧♦❣✐q✉❡✲♥✉♠ér✐q✉❡ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡ç✉❡ ❡♥ ❞♦♥♥é❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ✕ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬✉♥ s❝❛♥♥❡r à ♣❧❛t ❬❆♥s❡❡❧ ✷✵✵✼❪ ❛✈❡❝
❝❛♣t❡✉rs ❞❡ t②♣❡ ❈❈❉✳
❱✐s✲à ✈✐s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✱ ❧❡s ♣❤❛s❡s ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡ ✐♥❞✉✐s❡♥t
❞✐✛ér❡♥t❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❉❛♥s s♦♥ ❛rt✐❝❧❡ ❬❙♦❧❛♥❦✐ ✷✵✵✻❪✱ ❙♦❧❛♥❦✐ ✐❧❧✉str❡ ❧❡s ❞✐✛é✲
✹✳✶✳ Pr♦❝❡ss✉s ✐♠♣❧✐q✉és ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡ ✻✾
r❡♥t❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞✉r❛♥t ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡ ♣❛r
❧❡ s❝❤é♠❛✲❜❧♦❝ s✉✐✈❛♥t ✿
❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ✕ ❉✐✛ér❡♥t❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡
s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❬❙♦❧❛♥❦✐ ✷✵✵✻❪✳
▲❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬✐♠❛❣❡ ❞✉❡s à ❧✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡ s♦♥t ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s❡♣t ✿
✲ ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❣❛♠♠❛ ❞❡ ❧✬✐♠♣r✐♠❛♥t❡ ✿ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥ r❡♥❞✉ ❞✬✐♠❛❣❡ ✐♠♣r✐♠é❡
♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬é❝r❛♥✱ ❧❡s ✐♠♣r✐♠❛♥t❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣ré✲ré❣❧é❡s ❛✈❡❝ ❝❡tt❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✳ ❙♦✐t ❳ ❧❛ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣✐①❡❧ ❛✈❛♥t ✐♠♣r❡ss✐♦♥✱ ❧❛
❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛♠♠❛ ❝♦♥s✐st❡ à ✐♠♣r✐♠❡r ✉♥ ♣✐①❡❧ ❞❡ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ Xγp
✲ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡♠✐✲t♦♥s ✭✓ ❞✐❣✐t❛❧ ❤❛❧❢t♦♥✐♥❣ ✔✮ ✿ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡
♦r✐❣✐♥❛❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡♥ t♦♥s ❝♦♥t✐♥✉s✱ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❜✐♥❛✐r❡ ✐♠♣r✐♠❛❜❧❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡
❣râ❝❡ à ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✭❝❢ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✮✳
✲ ❧✬é❧❛r❣✐ss❡♠❡♥t ❞✉ ♣♦✐♥t ✭✓ ❞♦t ❣❛✐♥ ✔✮ ✿ ❧✬ét❛❧❡♠❡♥t ❞✉ t♦♥❡r s✉r ❧❡ ♣❛♣✐❡r ✭♣r✐♥✲
❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ ♣❛♣✐❡r✮ ♣r♦❞✉✐t ✉♥ ❛❣r❛♥❞✐ss❡♠❡♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts✳
❈❡✉①✲❝✐ ♦❝❝✉♣❡♥t ❛❧♦rs ♣❧✉s ❞✬❡s♣❛❝❡ q✉❡ ♣ré✈✉ ❡t ♣❡✉✈❡♥t s♦✉✈❡♥t s❡ s✉♣❡r♣♦s❡r✳ ▲❡
♣♦✐♥t ✐♠♣r✐♠é ❡st ❞♦♥❝ ♣❧✉s ❧❛r❣❡ q✉❡ ♣ré✈✉ ❡t ❧✬✐♠❛❣❡ ✐♠♣r✐♠é❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛r❛îtr❡
♣❧✉s s♦♠❜r❡ q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡✳ ❈❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
❡st ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♠❛✐s ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣r♦①✐♠é❡ ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡✱ s♦✉✈❡♥t ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❞❛♥s ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❡♥ ❞❡♠✐✲t♦♥s✳
✼✵
❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❊t❛❧♦♥♥❛❣❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡
❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡
❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬é❧❛r❣✐ss❡♠❡♥t ❞✉ ♣♦✐♥t ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é ✓ ❞♦t
❣❛✐♥ ✔✳
✲ ❧✬✐♥st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬✐♠♣r❡ss✐♦♥ ✿ ❧❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❧♦rs ❞✉ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥
♣❡✉✈❡♥t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ✉♥ ❜r✉✐t s✉r ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❯♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ❞✉
♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ✓ ❜❛♥❞✐♥❣ ✔ ♦ù ❞❡s
❜❛♥❞❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t s✉✐t❡ à ✉♥❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ♥♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞✉ t♦♥❡r s✉r ❧❡ ♣❛♣✐❡r✳
■❧ s✬❛❣✐t ✐❝✐ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♠✐♥❡✉r❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳
✲ ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❣❛♠♠❛ ❞✉ s❝❛♥♥❡r ✿ ♣♦✉r ✉♥ ❛✣❝❤❛❣❡ ❛❣ré❛❜❧❡ à ❧✬é❝r❛♥✱ ❧✬✐♠❛❣❡
s❝❛♥♥é❡ ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♠♣❡♥sé❡✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❣r✐s s❝❛♥♥é❡s s♦♥t é❧❡✈é❡s à ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡
1/γs ♦ù γs ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❣❛♠♠❛ ❞❡ ❧✬é❝r❛♥ ❛✣❝❤❛♥t ❧✬✐♠❛❣❡ ❬P♦②♥t♦♥ ✶✾✾✻❪✳
✲ ❧❛ ♥✉♠ér✐s❛t✐♦♥ ✿ ❧✬✐♠❛❣❡ s❝❛♥♥é❡ ❞♦✐t êtr❡ q✉❛♥t✐✜é❡ ♣♦✉r êtr❡ ❡♥r❡❣✐stré❡ ❀ ❧❡s
❡rr❡✉rs ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ s❡r♦♥t ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ❢♦rt❡s s✉✐t❡ à ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❣❛♠♠❛ ❞✉
s❝❛♥♥❡r✳
✲ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ✿ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♥✉♠ér✐s❛t✐♦♥✱ ❧✬✐♠❛❣❡ s✉❜✐t ✉♥❡
sér✐❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡ r❡❝❛❞r❛❣❡✱ ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❡t ❧❡ ❝❤❛♥✲
❣❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡✳ ❈❡rt❛✐♥❡s s♦♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✉ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♠❛♥✉❡❧ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡
❡t ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ êtr❡ é✈✐té❡s✳
✹✳✶✳✸ ▼♦❞è❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡
P♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♠❛rq✉❛❣❡
❡t êtr❡ à ♠ê♠❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡✱
s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ❉é❝r✐✈♦♥s tr♦✐s t②♣❡s
❞❡ ♠♦❞è❧❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ② r❡♥❝♦♥tr❡✳ ◆♦✉s ❛❞♦♣t❡r♦♥s ❛✉ ✜♥❛❧ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é✱
✈❡rs✐♦♥ ❞ér✐✈é❡ ❞✉ tr♦✐s✐è♠❡ t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s✳
P♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥ ❡t ❞❡ ♥✉♠ér✐s❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s
❝♦♥s✐❞ér❡r ✿
✹✳✶✳ Pr♦❝❡ss✉s ✐♠♣❧✐q✉és ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡ ✼✶
✲ ❧❡s ❞✐st♦rs✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ♣✐①❡❧s ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲
♥✉♠ér✐s❛t✐♦♥
✲ ❧❡s ❞✐st♦rs✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ✭r♦t❛t✐♦♥✱ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡✱ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✮ q✉✐
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s✳
✹✳✶✳✸✳✶ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ▲✐♥ ❡t ❈❤❛♥❣
▲✐♥ ❡t ❈❤❛♥❣ ❞é❝r✐✈❡♥t ❞❛♥s ❬▲✐♥ ✶✾✾✾❪ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲
❧❡❝t✉r❡ ❡t ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡✳ ▲❡s ❞✐st♦rs✐♦♥s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ♣✐①❡❧ s♦♥t ❞✉❡s ❛✉①
✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡✱ ❞❡ ❝♦♥tr❛st❡✱ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❣❛♠♠❛✱ ❞❡ ❝❤r♦♠✐♥❛♥❝❡ ✭❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥ ❝♦✉❧❡✉r✮ ❛✐♥s✐ q✉✬❛✉ ✢♦✉ ❞❡ ♣✐①❡❧s ❛❞❥❛❝❡♥ts✳ ❈❡s ❞✐st♦rs✐♦♥s
s♦♥t ♣❡r❝❡♣t✐❜❧❡s à ❧✬÷✐❧✳
▲❛ ❞✐st♦rs✐♦♥ ❞❡ ❜♦r❞s ❞✬✐♠❛❣❡ ❡st ❞✉❡ à ❧❛ r♦t❛t✐♦♥✱ ❛✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❡t
❛✉ r❡❝❛❞r❛❣❡✳ ❈❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣❡r❝❡♣t✐❜❧❡s ♣❛r ❧✬÷✐❧ ♠❛✐s ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ très ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡ t❛t♦✉❛❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳
■❧s ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞✐st♦rs✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ♣✐①❡❧s ❡♥ ✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡✱
❡♥ ♠❡tt❛♥t ❧✬❛❝❝❡♥t s✉r ❧❛ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ❡t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❧✐❡✉ ❞❡
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♠❜❛rq✉é❡✳
❊♥ ♥♦t❛♥t J ❧✬✐♠❛❣❡ ✐♠♣r✐♠é❡✱ ❧❡✉r ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ s❝❛♥♥é❡ J ′ ❡st
❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿
J ′ = K[J ∗ τ1 + (J ∗ τ2).N1].s
❛✈❡❝ ✿
✲ K(x) = α(x − βx)γ + βK + N2(x) ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞✉ ❝❛♣t❡✉r ♦ù N2 r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡
❜r✉✐t t❤❡r♠✐q✉❡ ❡t ❧❡ ❜r✉✐t ❧✐é ❛✉ ❝♦✉r❛♥t ❞✬♦❜s❝✉r✐té ❀ ❧❡s ❛✉tr❡s t❡r♠❡s ét❛♥t ❧❡s
❛❥✉st❡♠❡♥ts ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❣❛♠♠❛✳
✲ s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡
✲ N1 ✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❣❛✉ss✐❡♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r s✉♣ér✐❡✉r❡ ✈❡rs ❧❡s ❜♦r❞s
✲ τ1 ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡ ♦♣t✐q✉❡ ✭♦✉ P❙❋✮ ❞✉ s❝❛♥♥❡r
✲ τ2 ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ✜❧tr❡ ♣❛ss❡✲❤❛✉t ♠❡tt❛♥t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡
❞✉ ❜r✉✐t ♣❧✉s é❧❡✈é❡ ✈❡rs ❧❡s ❜♦r❞s✳
P♦✉r ❧❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝♦♥t✐✲
♥✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ét❛♥t ❞✐s❝rét✐sé❡s s❡✉❧❡♠❡♥t ❛✉ ❞é❜✉t ❡t à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛
❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡✱ ❞✉r❛♥t ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡❧❧❡s s♦♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ❞é❢♦r♠é❡✱
♥♦té❡ JG ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿ JG = G.J ❛✈❡❝ G ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞✐st♦rs✐♦♥
❣é♦♠étr✐q✉❡ ✭❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥s✱ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❡t r❡❝❛❞r❛❣❡s✮✳
✼✷
❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❊t❛❧♦♥♥❛❣❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡
❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡
✹✳✶✳✸✳✷ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❆♠✐r✐ ❡t ❏❛♠③❛❞
❉❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❆♠✐r✐ ✷✵✵✾❪✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡
❞✉ ❜r✉✐t ❝♦♠♠❡ ❜r✉✐t ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡t ❜r✉✐t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ▲❡s
❡✛❡ts ❞❡ ❧✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡ s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❡t ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts γ
s♦♥t ét✉❞✐és✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ❝♦♥st❛t❡♥t q✉❡ ❧❡ ❜r✉✐t ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♣❡✉t êtr❡ ♠♦✲
❞é❧✐sé ♣❛r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❞❡s ♣✐①❡❧s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧s ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡
❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦rr❡❝✲
t✐♦♥ ❣❛♠♠❛✳ ■❧s ❞ét❡r♠✐♥❡♥t ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❛r ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s✳
P♦✉r ❧❡ ❜r✉✐t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✱ ✐❧s ✐♠♣r✐♠❡♥t ❡t s❝❛♥♥❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ❞✐❢✲
❢ér❡♥t❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉①
✐♠❛❣❡s ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❜r✉✐t✳ ■❧s ♠♦❞é❧✐s❡♥t ❧❡ ❜r✉✐t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡♥
❝❛❧❝✉❧❛♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ♦❜s❡r✈és✳ ❊♥✜♥✱
♣♦✉r t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ♣✐①❡❧s ✈♦✐s✐♥s ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ♣✐①❡❧ ✭♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❧❡ ✓ ❞♦t ❣❛✐♥ ✔ ✮✱ ✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♥ç✉❡ ❛✜♥ ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡s
❝❧❛ss❡s ❞✬✐♠❛❣❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ❝♦♠♣❧❡①✐té✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛ss❡✱ ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡
♥❡✉r♦♥❡s ❡st ❢♦r♠é ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧✬✐♠❛❣❡ ❛♣rès ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ✈♦✐s✐♥s✳ ❊♥ ❡♥tré❡✱ ❧❡
rés❡❛✉ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ♣✐①❡❧s ✈♦✐s✐♥s ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ❡♥ s♦rt✐❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣✐①❡❧
ét✉❞✐é✳
✹✳✶✳✸✳✸ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❉❡❣❛r❛✲◗✉✐♥t❡❧❛ ❡t P❡r❡③✲●♦♥③❛❧❡③ ❡t ▼❛❧✈✐❞♦
❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s ❝♦❞❡✲❜❛rr❡s ✷❉✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡ ❡st ♣r♦♣♦sé
❞❛♥s ❬❉❡❣❛r❛✲◗✉✐♥t❡❧❛ ✷✵✵✸❪ ❡t r❡♣r✐s ❞❛♥s ❬❱✐❧❧à♥ ✷✵✵✺❪ ❡t ❬▼❛❧✈✐❞♦ ✷✵✵✻❪✳ ▲❡
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❛ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❙♦✐t X ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s ❞✉ ♣✐①❡❧ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❝♦♥s✐❞éré ❡t Y ❧❛ ✈❛❧❡✉r
❞✉ ♣✐①❡❧ ♠♦❞é❧✐sé ❛♣rès ✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡✳ ❆❧♦rs ✿
Y = G(W ) + η
❛✈❡❝ ✿ W = X ∗H ❡t η = F (G(W ))η1 + η2
♦ù ✿
✲ ❧❡ ✜❧tr❡ ❧✐♥é❛✐r❡ H r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ✢♦✉ ❝❛✉sé ♣❛r ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ♣❛ss❡✲❜❛s ❞û à ❧✬✐♠♣r✐✲
♠❛♥t❡ ❞❡ ré♣♦♥s❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡ τp ❡t ♣❛r ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ♣❛ss❡✲❜❛s ❞û ❛✉ s❝❛♥♥❡r ❞❡
ré♣♦♥s❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡ τs ✿ H = τp ∗ τs
✲ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s F ❡t G s♦♥t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✳ ▲❛ ré♣♦♥s❡ ❞✉ ❝❛♣t❡✉r G ❡st G(W ) = αW β
♦ù α ❡t β s♦♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞✉ ❞✐s♣♦s✐t✐❢✳
✲ ❧❡ t❡r♠❡ η ❡st ✉♥ ❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐❢ ❝♦♠♣♦sé ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ η1 ❡st ❧❡ ❜r✉✐t ❞✉ ❈❈❉ ✭❜r✉✐t ❞❡ P♦✐ss♦♥✮
❡t η2 ❡st ✉♥ ❜r✉✐t t❤❡r♠✐q✉❡ ✭❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❣❛✉ss✐❡♥✮✳
✹✳✷✳ ❊t❛❧♦♥♥❛❣❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❱✐❧❧à♥ ❡t ❛❧✳ ✼✸
❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st s✐♠♣❧✐✜é ❞❛♥s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ♣rés❡♥té❡ ❝✐✲❛♣rès✱ ❜❛♣t✐sé❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
❱✐❧❧à♥ ❞❛♥s ❬❱✐❧❧à♥ ✷✵✵✺❪✳
✹✳✶✳✸✳✹ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❱✐❧❧à♥
❉❛♥s ❧❡✉r ❛rt✐❝❧❡ ❬❱✐❧❧à♥ ✷✵✵✺❪✱ ❱✐❧❧à♥ ❡t ❛❧✳ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡
❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
Y = Φ(X) + Z(X)
❛✈❡❝ X ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s ❞✉ ♣✐①❡❧ ét✉❞✐é✱ Y ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s ❞❡ ❝❡ ♣✐①❡❧ ❛♣rès
✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡✱ Φ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❡t Z ✉♥ ❜r✉✐t ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ✉♥❡ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡ X✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ Φ s❡r❛ ❛ss✐♠✐❧é❡ à ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ µY/X ✱ ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞✉ ❜r✉✐t Z
à σ2Y/X ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ét❛❧♦♥♥é ❡♥ ✐♠♣r✐♠❛♥t ❡t s❝❛♥♥❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉
❞❡ ❣r✐s✳ ❆✈❡❝ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ µY/X ❡t σ
2
Y/X ✱ ♥♦✉s ♦❜t✐❡♥❞r♦♥s ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥
st❛t✐st✐q✉❡ s✐♠♣❧❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ ✐♠♣r✐♠❛♥t❡✲s❝❛♥♥❡r✳
✹✳✷ ❊t❛❧♦♥♥❛❣❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❱✐❧❧à♥ ❡t ❛❧✳
P♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r✱ ❱✐❧❧à♥ ❡t ❛❧✳ ❝♦♥str✉✐s❡♥t ✉♥❡ ♠✐r❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ③♦♥❡s ❝❛rré❡s
✭❛♣♣❡❧é❡s ❛✉ss✐ ✓ ♣❛t❝❤s ✔ ♣❛r ❛❜✉s ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡✮✱ ❛②❛♥t ❝❤❛❝✉♥❡ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s
❞✐✛ér❡♥t✳ ❈❡s ③♦♥❡s s♦♥t ❡s♣❛❝é❡s ❞✬✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ♠♦✐t✐é ❧❡✉r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣♦✉r é✈✐t❡r
❧❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s✳ ▲❡s ♣✐①❡❧s ❞✉ ❜♦r❞ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✻ ✕ ▼✐r❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❱✐❧❧à♥ ❬❱✐❧❧à♥ ✷✵✵✺❪ ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡
❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡✳
◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥s♣✐r♦♥s ❞♦♥❝ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s
❛♣♣♦rté❡s ❛✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✐♠♣r✐♠é❡ ♣✉✐s s❝❛♥♥é❡ ❛✈❡❝ ♥♦tr❡
❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡✳ ◆♦tr❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥❡
✐♠♣r✐♠❛♥t❡ ❧❛s❡r ❍P ▲❛s❡r❏❡t P✸✵✵✺❞♥ ❡t ❞✬✉♥ s❝❛♥♥❡r ❊P❙❖◆ P❡r❢❡❝t✐♦♥ ❱✼✵✵
✼✹
❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❊t❛❧♦♥♥❛❣❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡
❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡
P❤♦t♦✳
◆♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ✶✻ ♣❛t❝❤s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❞✐✛ér❡♥ts s✉r ✉♥❡
❧✐❣♥❡✳ ▲❡s ♠ê♠❡s ♣❛t❝❤s s♦♥t r❡❞✐s♣♦sés ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ✶✻ ❢♦✐s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡
♠❛tr✐❝❡ ✿
❋✐❣✉r❡ ✹✳✼ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠✐r❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✿ ✵✲✶✻✲✸✷✲✹✽✲
✻✹✲✽✵✲✾✻✲✶✶✷✲✶✷✽✲✶✹✹✲✶✻✵✲✶✼✻✲✶✾✷✲✷✵✽✲✷✷✹✲✷✹✵✳
▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❡st ré♣été❡ ✶✻ ❢♦✐s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✐♥❝ré♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡s ♥✐✈❡❛✉①
❞❡ ❣r✐s à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✶✻ ♠✐r❡s ❛②❛♥t t♦✉s ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❞❡ ✵
à ✷✺✺✳
❈❡s ♠✐r❡s s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ✐♠♣r✐♠é❡s ❡t s❝❛♥♥é❡s ✿
❋✐❣✉r❡ ✹✳✽ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠✐r❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✿ ✵✲✶✻✲✸✷✲✹✽✲✻✹✲✽✵✲✾✻✲
✶✶✷✲✶✷✽✲✶✹✹✲✶✻✵✲✶✼✻✲✶✾✷✲✷✵✽✲✷✷✹✲✷✹✵ ✐♠♣r✐♠é❡ ❡t s❝❛♥♥é❡✳
P♦✉r é✈✐t❡r ❧❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ♣❛t❝❤s ❡t ♥❡ ♣❛s ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ♣✐①❡❧s
✹✳✷✳ ❊t❛❧♦♥♥❛❣❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❱✐❧❧à♥ ❡t ❛❧✳ ✼✺
❞✉ ❜♦r❞✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛t❝❤s ✿
❋✐❣✉r❡ ✹✳✾ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠✐r❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✿ ✵✲✶✻✲✸✷✲✹✽✲✻✹✲✽✵✲✾✻✲
✶✶✷✲✶✷✽✲✶✹✹✲✶✻✵✲✶✼✻✲✶✾✷✲✷✵✽✲✷✷✹✲✷✹✵ ✐♠♣r✐♠é❡ ❡t s❝❛♥♥é❡ ❛✈❡❝ ❣r✐❧❧❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥✳
❯♥❡ ❢♦✐s ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s ✐♠♣r✐♠é ❡t s❝❛♥♥é✱ ❱✐❧❧à♥ ❬❱✐❧❧à♥ ✷✵✵✺❪ ❞✐st✐♥❣✉❡
✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞✬✐♠♣r✐♠❛♥t❡✲s❝❛♥♥❡r ♣❛r s❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ µY/X ❡t ❞✬é❝❛rt✲t②♣❡
σY/X ❞❡s ♣❛t❝❤s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✳
✭❛✮ ♠♦②❡♥♥❡ µY/X(x) ✭❜✮ é❝❛rt✲t②♣❡ σY/X(x)
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ✭❛✮ ❡t ❞❡ ❧✬é❝❛rt✲t②♣❡ ✭❜✮ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s ✐♥✐t✐❛❧ x ❛✈❡❝ ❧✬✐♠♣r✐♠❛♥t❡ ❧❛s❡r ❍P ▲❛s❡r❏❡t ✹✸✺✵ ❡t ❧❡
s❝❛♥♥❡r ❍P ❙❝❛♥❏❡t ✺✸✵✵❈ ✭❡①tr❛✐t ❞❡ ❬❱✐❧❧à♥ ✷✵✵✽❪✮✳
❊♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❧✬é❝❛rt✲t②♣❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s ❞❡ ♥♦s
♠✐r❡s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ♠ê♠❡ t②♣❡s ♣♦✉r ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❧✬é❝❛rt✲t②♣❡
❞❡s ♣❛t❝❤s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✳
✼✻
❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❊t❛❧♦♥♥❛❣❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡
❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡
✭❛✮ ♠♦②❡♥♥❡ µY/X(x) ✭❜✮ é❝❛rt✲t②♣❡ σY/X(x)
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶ ✕ ◆✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s ♠♦②❡♥ ❞❡s ♣❛t❝❤s ✐♠♣r✐♠és ❡t s❝❛♥♥és ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s ✐♥✐t✐❛❧ x ❞❡s ♣❛t❝❤s ✭❛✮ ❡t é❝❛rt✲t②♣❡ ♠♦②❡♥ ❞❡s ♣❛t❝❤s ✐♠♣r✐♠és
❡t s❝❛♥♥és ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s ✐♥✐t✐❛❧ x ❞❡s ♣❛t❝❤s ✭❜✮ ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ❝❤❛î♥❡
❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡ ré❡❧❧❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣r✐♠❛♥t❡ ❧❛s❡r ❍P ▲❛s❡r❏❡t P✸✵✵✺❞♥ ❡t
❞✉ s❝❛♥♥❡r ❊P❙❖◆ P❡r❢❡❝t✐♦♥ ❱✼✵✵ P❤♦t♦✳
❊♥✜♥✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❱✐❧❧à♥✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s s✐♠✉❧❡r
✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡♥ s♦rt✐❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉ s❡♠❜❧❡
✈✐s✉❡❧❧❡♠❡♥t ❛ss❡③ ré❛❧✐st❡✳
✭❛✮ ✐♠❛❣❡ ▲❡♥❛ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ✭❜✮ ✐♠❛❣❡ s✐♠✉❧é❡ ▲❡♥❛ ❡♥ s♦r✲
t✐❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲
❧❡❝t✉r❡
✭❝✮ ✐♠❛❣❡ ▲❡♥❛ ✐♠♣r✐♠é❡ ❡t
s❝❛♥♥é❡
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❱✐❧❧à♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❝❤❛î♥❡
❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡ s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ▲❡♥❛ ✭❜✮ ❡t ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬✐♠❛❣❡ ▲❡♥❛ ré❡❧✲
❧❡♠❡♥t ✐♠♣r✐♠é❡ ❡t s❝❛♥♥é❡ ✭❝✮✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✺
❊t✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✉
❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉
❙♦♠♠❛✐r❡
✺✳✶ ❇❛s❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵
✺✳✷ P❛r❛♠ètr❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶
✺✳✷✳✶ P❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ r♦❜✉st❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶
✺✳✷✳✷ P❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ❝♦❞❡✉r ❤♦❧♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶
✺✳✸ ❘és✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ r♦✲
❜✉st❡ ❞❡ ▼✐❤ç❛❦✲❱❡♥❦❛t❡s❛♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷
✺✳✸✳✶ ❘♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷
✺✳✸✳✷ ❱ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣♦✉✈♦✐r ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ✽✺
✺✳✹ ❘és✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ✳ ✳ ✽✼
✺✳✹✳✶ ■♥✢✉❡♥❝❡ ✈✐s✉❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼
✺✳✹✳✷ ❘♦❜✉st❡ss❡ ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾
✺✳✹✳✸ ❘♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹
✺✳✺ ❘és✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉ ✾✻
✺✳✺✳✶ ❆✈❡❝ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡ s✐♠✉❧é❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽
✺✳✺✳✷ ❆✈❡❝ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡ ré❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸
✺✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶
▲✬ét✉❞❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ s✉r ❧❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé❡ ❛✉
❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉
q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s rés✉♠❡r ♣❛r ❧❡ ❧♦❣✐❣r❛♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
✼✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❊t✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✉ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ✕ ▲♦❣✐❣r❛♠♠❡ ❞✉ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉✳
▲❛ s✐❣♥❛t✉r❡ S ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ I ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❤❛❝❤❛❣❡ r♦❜✉st❡ ❣râ❝❡ à
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼✐❤ç❛❦✲❱❡♥❦❛t❡s❛♥ ❬▼✙❤ç❛❦ ✷✵✵✷❪ s②♠❜♦❧✐sé ♣❛r ❧❡ ❜❧♦❝ ❆▼❱✶✳
❈❡tt❡ s✐❣♥❛t✉r❡ S ❡st ❝♦❞é❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ✜❣✉r❡ ❞❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❞❡ 16 ♣❛rt✐❝✉❧❡s✳
❈❡tt❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✓ ♠❛rq✉❡ ✔ ❡t ♥♦té❡ M ✳ ▲❛ s♦♠♠❡ ♣♦♥❞éré❡
❞❡ I ❡t M ❞♦♥♥❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♠❛rq✉é❡ IM ✳ ❈✬❡st ❝❡tt❡ ✐♠❛❣❡ IM q✉✐ ❡st ✐♠♣r✐♠é❡
s✉r ❧❡ ❞♦❝✉♠❡♥t à ♣r♦té❣❡r✳ ▲♦rs ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡
❧❡❝t✉r❡ ♣❛r ✉♥ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❞❡ t②♣❡ s❝❛♥♥❡r ❢♦✉r♥✐t ❧✬✐♠❛❣❡ ICIL ✭■♠❛❣❡ ❛♣rès
❈❤❛î♥❡ ❞✬■♠♣r❡ss✐♦♥✲▲❡❝t✉r❡✮✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ICIL ♣❛ss❡ ❛❧♦rs ♣❛r ✉♥ ❞é❝♦❞❡✉r q✉✐✱
♣❛r ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧✐sé❡✱ r❡st✐t✉❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❝♦❞é❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬❤♦❧♦❣r❛♠♠❡✳
❈❡tt❡ s✐❣♥❛t✉r❡✱ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ S ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❡rr♦♥é✱ ❡st ♥♦té❡ SD✳ ❯♥
❤❛❝❤❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ IM ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼✐❤ç❛❦✲❱❡♥❦❛t❡s❛♥✱ s②♠❜♦❧✐sé ♣❛r ❧❡
❜❧♦❝ ❆▼❱✷✱ ❞♦♥♥❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ SM ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♠❛rq✉é❡✳
❙✐ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ❡t ❞é❝♦❞❛❣❡ ♣❛r ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ s✬❡st ré❛❧✐sé❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t✱
♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❛✈♦✐r ❧❛ ❞♦✉❜❧❡ é❣❛❧✐té ✿
S = SD = SM
✼✾
✳
❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡✱ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡ s❡r❛ s✉♣♣♦sé❡
✐❞é❛❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❛✈❛♥t ❡t ❛♣rès ✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡ s❡r❛ ✐♥❝❤❛♥❣é❡
✭ICIL = IM✮✳ ▲✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡ s❡r❛ tr❛✐té❡ ❛✉ ❞❡r♥✐❡r ♣❛r❛✲
❣r❛♣❤❡✳
P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛♥❛❧②s❡r ♣❧✉s ✜♥❡♠❡♥t ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝❤❛q✉❡
❜❧♦❝ ❡t ❡♥ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ré❣❧❛❣❡ ♦♣t✐♠❛✉① ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❝r✐tèr❡s q✉❡
♥♦✉s ♣ré❝✐s❡r♦♥s ♣❧✉s ❡♥ ❛✈❛♥t✳
❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ✉t✐❧✐✲
sé❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❡t
❞✉ ❝♦❞❡✉r ❤♦❧♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡✳ ▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❡st
❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❀ ❞❡s rés✉❧t❛ts
❞❡ t❡sts ❞❡ r♦❜✉st❡ss❡ ❡t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t s♦♥t ♣rés❡♥tés✳ ❆✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ 4✱
♥♦✉s ♠❡s✉r♦♥s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✱ ❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ✈✐s✉❡❧❧❡s ❛♣♣♦rté❡s ♣❛r ❧✬✐♥✲
s❡rt✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t tr❛✐té❡s ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞✉
❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❡t ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧✬✐♥✲
s❡rt✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ 5✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉
❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉ ❡st ❛❜♦r❞é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡
s✐♠✉❧é❡ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ✐♠♣r❡ss✐♦♥ ré❡❧❧❡✳
✽✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❊t✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✉ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉
✺✳✶ ❇❛s❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡s
▲❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s s♦♥t ré❛❧✐sé❡s s✉r ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ✸✵ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡s ❞✬✐❞❡♥t✐té✱ ✐ss✉❡s
❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s é❝♦ss❛✐s❡ P■❈❙ ✭Ps②❝❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ■♠❛❣❡ ❈♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❛t ❙t✐r❧✐♥❣✮ ✲
❆❜❡r❞❡❡♥ ❬❆❜❡ ✷✵✶✷❪✱ ❝♦♥✈❡rt✐❡s ❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❡t tr♦♥q✉é❡s ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥❡
t❛✐❧❧❡ ❞❡ ✺✶✷ ♣✐①❡❧s ♣❛r ✺✶✷ ♣✐①❡❧s✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ✕ ❇❛s❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ✸✵ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡s ❞✬✐❞❡♥t✐té
❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❞❡ t❛✐❧❧❡ 512× 512 ♣✐①❡❧s✳
✺✳✷✳ P❛r❛♠ètr❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ✽✶
✺✳✷ P❛r❛♠ètr❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①
▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ r♦❜✉st❡ ❡t ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛rq✉❡ ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ s♦♥t
❞ét❛✐❧❧és ❛✉① ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s ✷✳✷ ❡t ✸✳✺✳✹✳ ■❧s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ré❣❧❛❣❡
♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ r♦❜✉st❡ ❡t ♣♦✉r ❧❡ ❝♦❞❡✉r ❤♦❧♦❣r❛♣❤✐q✉❡✱ r❡t❡♥✉ ♣♦✉r
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✳
✺✳✷✳✶ P❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ r♦❜✉st❡
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼✐❤ç❛❦✲❱❡♥❦❛t❡s❛♥ ❡st ♣❛r❛♠étré ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡
❞❡ 160 ❜✐ts ✿
✕ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❞❡ ❉❛✉❜❡❝❤✐❡s 8 ✭❞❜✽✮ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ 3
✕ ❋✐❧tr❡ ♠é❞✐❛♥ 3× 3 ♣✐①❡❧s
✕ ❋✐❧tr❡ ♠♦②❡♥♥❡✉r 3× 3 ♣✐①❡❧s
✕ ❋✐❧tr❡ ❞❡ ✈❡❝t♦r✐s❛t✐♦♥ 3× 3 ♣✐①❡❧s
✺✳✷✳✷ P❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ❝♦❞❡✉r ❤♦❧♦❣r❛♣❤✐q✉❡
✺✳✷✳✷✳✶ ❊♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡
▲✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ✭❝❢ ➓ ✸✳✹✳✷✮ ❝ré❡ ✉♥ ♥✉❛❣❡ S ❞❡ m = 16 ♣❛rt✐❝✉❧❡s
♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ❞✐✛r❛❝t❛♥t❡s ♣❛r ✉♥ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❜❧♦❝ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ n = 5 ❜✐ts
✭N = 2nm = 2× 5× 16 = 160✮✳ ❖♥ tr❛✈❛✐❧❧❡r❛ ❛✐♥s✐ ❛✈❡❝ ✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r
160 ❜✐ts✳
✺✳✷✳✷✳✷ P❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ✜❣✉r❡s ❞❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥
▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ✜❣✉r❡s ❞❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ s♦♥t ❝❤♦✐s✐s ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡
❞❡ ❧✬❤♦❧♦❣r❛♣❤✐❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣rés❡♥té ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳
✕ ▲♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ✿ λ = 532nm
✕ ❚❛✐❧❧❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡ ❞✉ ♣✐①❡❧ ❞✉ ❝❛♣t❡✉r ✿ ∆ξ = 10µm
✕ ◆♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❢r❛♥❣❡s ✿ 20
✕ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ♣✐①❡❧s ❞✉ ❝❛♣t❡✉r ✿ N = 512
✽✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❊t✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✉ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉
✺✳✷✳✷✳✸ P❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✸❉
▲✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s x ❡t y s✉r 5 ❜✐ts
✭❝❢ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✮ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞✐✛r❛❝t❛♥t❡s s✉r ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡
❞❡ 32 ❧✐❣♥❡s ♣❛r 32 ❝♦❧♦♥♥❡s✳ ❆✜♥ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡s tr♦♥❝❛t✉r❡s ❞❡s ❤♦❧♦❣r❛♠♠❡s
s✉r ❧❡s ❜♦r❞s ❞❡s ✐♠❛❣❡s✱ ❞❡s ♠❛r❣❡s ❞❡ 8 ♣✐①❡❧s s♦♥t ❝♦♥s❡r✈é❡s s✉r ❧❡s ❜♦r❞s ❞✉
❝❛♣t❡✉r✳
P♦✉r ❛ss✉r❡r ✉♥ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❝♦rr❡❝t ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s✱ ❧❡ ♣❛s ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❡st ❝❤♦✐s✐
é❣❛❧ à 4 ❢♦✐s ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛①✐❛❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ zmin✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉rs ❡st ❞❡ 16✳
✺✳✸ ❘és✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡
r♦❜✉st❡ ❞❡ ▼✐❤ç❛❦✲❱❡♥❦❛t❡s❛♥
▲❛ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ▼✐❤ç❛❦✲❱❡♥❦❛t❡s❛♥ ❬▼✙❤ç❛❦ ✷✵✵✷❪ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ❤❛❝❤❛❣❡
r♦❜✉st❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ♠❡tt❛♥t ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✿ ✉♥ ✓ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❇ ✔ q✉✐
ré❛❧✐s❡ ✉♥ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡♥ ❢❡♥êtr❡s ❡t ✉♥ ✓ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆ ✔
q✉✐ ❡♥❝❤❛î♥❡ s✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❢❡♥êtr❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐tér❛t✐✈❡ ✉♥ ✜❧tr❛❣❡ ❞✬♦r❞r❡ ❡t
✉♥ ✜❧tr❛❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❛♥t ❜✐♥❛r✐s❛t✐♦♥✱ ❥✉sq✉✬à st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥✳ ❯♥ t❡❧ ❞♦✉❜❧❡ ✜❧tr❛❣❡
♣❡✉t êtr❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡♥ t♦❧ér❛♥t ❞❡s ❡rr❡✉rs rés✐❞✉❡❧❧❡s
❧✐é❡s ❛✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ✈✐❛ ✉♥ s✐❣♥❛❧ ♠♦❞✉❧é ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✱ s❡✉❧s
❞❡s t❡sts ❞❡ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆✱ ♣❛rt✐❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✱ s♦♥t
♣rés❡♥tés✳ ▲❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♠♣❧❡t ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❆ ❡t ❇✮ ❞❡✈r❛ ❞♦♥❝
êtr❡ ét✉❞✐é✳ ◆♦✉s ❧❡ ❢❡r♦♥s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞✬✐♠❛❣❡ q✉❡
♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♥❝♦♥tr❡r ❡♥ ❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡s ❞✬✐❞❡♥t✐té✳ ❉✬❛✉tr❡
♣❛rt✱ s✐ ▼✐❤ç❛❦✲❱❡♥❦❛t❡s❛♥ ✐❧❧✉str❡♥t ❧❡✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉r tr♦✐s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ♥❛t✉r❡
très ❞✐✛ér❡♥t❡s ✿ ▲❡♥❛ ✭✉♥ ✈✐s❛❣❡✮✱ ❇❛❜♦♦♥ ✭✉♥ ❜❛❜♦✉✐♥✮ ❡t ●♦❧❞❤✐❧❧ ✭✉♥ ✈✐❧❧❛❣❡✮✱
♥♦✉s t❡♥t❡r♦♥s ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❡r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞✬✐❞❡♥t✐té✱ ❞✬✉♥❡ ♣r♦①✐♠✐té ✈✐s✉❡❧❧❡
♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡✳
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❡t ❞✉ ♣♦✉✈♦✐r ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ♣rés❡♥té❡ ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✺✳✶✳
✺✳✸✳✶ ❘♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡
✺✳✸✳✶✳✶ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬✐♠❛❣❡ ❝❧❛ss✐q✉❡s
◆♦✉s é✈❛❧✉♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼✐❤ç❛❦✲❱❡♥❦❛t❡s❛♥
à ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✓ ❝❧❛ss✐q✉❡s ✔ ❞✬✐♠❛❣❡ ✭✜❧tr❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❣é♦✲
♠étr✐q✉❡s✱ ❡t❝✳✮ s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ▲❡♥❛ ❡t ♣♦✉r ❞❡✉① ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ✭❡♥ ♥✉♠ér♦t❛♥t ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡ ❡t ❞❡ ❤❛✉t
❡♥ ❜❛s✱ ❧❡s ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡s ❞✬✐❞❡♥t✐té r❡t❡♥✉❡s s♦♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡t ❧❛ ✈✐♥❣t✲❤✉✐t✐è♠❡✮✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧❡s ♠ê♠❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❞❛♥s ❧❛
♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❬▼✙❤ç❛❦ ✷✵✵✷❪ ❡t ♥♦✉s ♠❡s✉r♦♥s ❞❡
✺✳✸✳ ❘és✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ r♦❜✉st❡ ❞❡
▼✐❤ç❛❦✲❱❡♥❦❛t❡s❛♥ ✽✸
♠ê♠❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ♥♦r♠❛❧✐sé❡DH ❡♥tr❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡
❡t ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡✳
❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ▲❡♥❛ ♣❤♦t♦ 1 ♣❤♦t♦ 28
❆❥♦✉t ❞❡ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❣❛✉ss✐❡♥ ✭variance = 0.04✮ ✺✱✻✸ % ✷✱✺✵ % ✷✱✺✵ %
❊❣❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❤✐st♦❣r❛♠♠❡ ✸✱✶✸ % ✸✱✶✸ % ✶✱✽✼ %
❋✐❧tr❛❣❡ ❣❛✉ss✐❡♥ 3× 3 ✵✱✵✵ % ✵✱✻✸ % ✶✱✽✼ %
❘é❤❛✉ss❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥tr❛st❡ 3× 3 ✷✱✺✵ % ✺✱✻✸ % ✷✱✺✵ %
❋✐❧tr❡ ♠♦②❡♥♥❡✉r 4× 4 ✹✱✸✼ % ✷✱✺✵ % ✵✱✻✸ %
❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ 1 ♣✐①❡❧ ✸✱✼✺ % ✷✱✺✵ % ✸✱✶✸ %
❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ 5 ♣✐①❡❧s ✶✺✱✵✵ % ✽✱✶✸ % ✽✱✶✸ %
❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ 10 ♣✐①❡❧s ✶✽✱✶✷ % ✶✵✱✵✵ % ✶✸✱✼✺ %
❘♦t❛t✐♦♥ 1 ❞❡❣ré ✼✱✺✵ % ✺✱✻✸ % ✺✱✻✸ %
❘♦t❛t✐♦♥ 2 ❞❡❣rés ✾✱✸✽ % ✺✱✻✸ % ✽✱✼✺ %
❘♦t❛t✐♦♥ 5 ❞❡❣rés ✶✹✱✸✼ % ✶✶✱✽✼ % ✶✺✱✵✵ %
❍♦♠♦t❤ét✐❡ 0, 9 ✷✶✱✷✺ % ✷✶✱✷✺ % ✷✻✱✷✺ %
❍♦♠♦t❤ét✐❡ 0, 99 ✻✱✽✽ % ✶✵✱✻✸ % ✶✵✱✵✵ %
❍♦♠♦t❤ét✐❡ 0, 999 ✶✱✽✼ % ✶✱✽✼ % ✷✱✺✵ %
❍♦♠♦t❤ét✐❡ 1, 001 ✹✱✸✼ % ✶✱✽✼ % ✶✱✷✺ %
❍♦♠♦t❤ét✐❡ 1, 01 ✻✱✷✺ % ✹✱✸✼ % ✷✱✺✵ %
❍♦♠♦t❤ét✐❡ 1, 1 ✷✻✱✽✼ % ✶✶✱✽✼ % ✶✺✱✵✵ %
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ✕ ❉✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❡♥tr❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ♦r✐❣✐✲
♥❛❧❡s ❡t ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ♣♦✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ▲❡♥❛ ❡t ❧❡s ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡s
❞✬✐❞❡♥t✐té 1 ❡t 28 ✭❋✐❣ ✺✳✷✮✳
◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s✱ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ B✱ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s
♣❛r ▼✐❤ç❛❦✲❱❡♥❦❛t❡s❛♥ ❞❛♥s ❧❡✉r ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❬▼✙❤ç❛❦ ✷✵✵✷❪ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ A✳
✺✳✸✳✶✳✷ ❆❧tér❛t✐♦♥s ❞✬✐♠❛❣❡ s♣é❝✐✜q✉❡s à ❧✬❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❤♦t♦❣r❛✲
♣❤✐❡s ❞✬✐❞❡♥t✐té
▲❡s ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡s ❞✬✐❞❡♥t✐té s♦♥t ❛♠❡♥é❡s à s✉❜✐r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛❧tér❛t✐♦♥s✱ rés✉❧✲
t❛♥t ❞✬✉♥ ✉s❛❣❡ ♦✉ ❞✬✉♥❡ ❛tt❛q✉❡ ✈♦❧♦♥t❛✐r❡✳ ❈❡❧❧❡s ✐♥✢✐❣é❡s ❝✐✲❛♣rès ❞♦♥♥❡♥t ✉♥❡
✐❞é❡ ❞❡ ❧❡✉r ✐♠♣❛❝t ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡
❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡✳
✽✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❊t✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✉ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉
■♠❛❣❡ ❣r✐✛é❡ ✿ ❉❡s ❣r✐✛✉r❡s s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡s à ❧✬✐♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ▲❡♥❛✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ✕ ■♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ▲❡♥❛ ❡t ✐♠❛❣❡ ❣r✐✛é❡ ▲❡♥❛ ✿ DH = 2, 50 %✳
■♠❛❣❡ tâ❝❤é❡ ✿ ❯♥❡ tâ❝❤❡ ❡st ❛❥♦✉té❡ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ▲❡♥❛✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ ✕ ■♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ▲❡♥❛ ❡t ✐♠❛❣❡ tâ❝❤é❡ ▲❡♥❛ ✿ DH = 6, 25 %✳
■♠❛❣❡ ✈✐❡✐❧❧✐❡ ✿ ▲✬✐♠❛❣❡ ▲❡♥❛ ❡st ✈✐❡✐❧❧✐❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡♠❡♥t ✈✐❛ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
✓ ♣r❡ss❡✲❜♦✉t♦♥ ✔ ❞❡ ✈✐❡✐❧❧✐ss❡♠❡♥t s♦✉s ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ■♥❦s❝❛♣❡✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✻ ✕ ■♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ▲❡♥❛ ❡t ✐♠❛❣❡ ✈✐❡✐❧❧✐❡ ▲❡♥❛ ✿ DH = 18, 75 %✳
✺✳✸✳ ❘és✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ r♦❜✉st❡ ❞❡
▼✐❤ç❛❦✲❱❡♥❦❛t❡s❛♥ ✽✺
■♠❛❣❡ ✐♠♣r✐♠é❡ ❡t s❝❛♥♥é❡
❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ✕ ■♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ▲❡♥❛ ❡t ✐♠❛❣❡ ▲❡♥❛ ✐♠♣r✐♠é❡ ❡t s❝❛♥♥é❡ ✿
DH = 7, 50 %✳
▲❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s ❛✉①q✉❡❧❧❡s ❡st s♦✉♠✐s❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡ ✿ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
❣é♦♠étr✐q✉❡s✱ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✱ ❡t❝✳ ❉❛♥s ❧❡s ❡ss❛✐s ❞✬❛❧tér❛t✐♦♥s
❞❡ ❧❛ ♣❤♦t♦ t❡stés✱ ❧❛ ♣❧✉s ♣é♥❛❧✐s❛♥t❡ ❛ été ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❧❡ ✈✐❡✐❧❧✐ss❡♠❡♥t q✉✐ ❡♥❣❡♥❞r❡
✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✭❝❢ ❋✐❣✳ ✺✳✻ ❞❡ ❞r♦✐t❡✮✳
✺✳✸✳✷ ❱ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣♦✉✈♦✐r ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❤❛✲
❝❤❛❣❡
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❞❡ ▼✐❤ç❛❦✲❱❡♥❦❛t❡s❛♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡t❡♥✉ ❞♦✐t
❛✈♦✐r ❝♦♠♠❡ ♣r♦♣r✐été✱ ♦✉tr❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ r♦❜✉st❡ss❡ ✭❝❢ ✺✳✸✳✶ ❝✐✲❞❡ss✉s✮✱ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡
❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❡r ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s❛ r♦❜✉st❡ss❡ ♣❡✉t s✬❛✈ér❡r êtr❡
❛♥t❛❣♦♥✐st❡ à s♦♥ ♣♦✉✈♦✐r ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡tt❡
❞❡ r❡❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ s✐♠✐❧✐t✉❞❡ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡t ❧❛ ♠ê♠❡ ✐♠❛❣❡ ❡♥t❛❝❤é❡ ❞❡ ❞é❢❛✉ts
♣♦✉rr❛✐t ❧❛✐ss❡r ♣❡♥s❡r✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❛✐s
❞❡ ♠ê♠❡ ♥❛t✉r❡✱ ✐❝✐ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ✈✐s❛❣❡✱ q✉❡ ❧❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❡✣❝❛❝❡✳
◆♦✉s t❡st♦♥s ❝❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ♣rés❡♥té❡ ❡♥ ❞é❜✉t
❞❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳
▲❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼✐❤ç❛❦✲❱❡♥❦❛t❡s❛♥ ❡st é✈❛❧✉é ❡♥
♠❡s✉r❛♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ❡♥tr❡ ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s S r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡s ✐♠❛❣❡s✳
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ r❛❞❛r ♦ù ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
❞✐❛❣r❛♠♠❡✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ✭❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s 30 ✐♠❛❣❡s t♦✉r à
t♦✉r✮ ❡t ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ s♦♥t ❡①♣r✐♠é❡s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ r❛②♦♥ ✈❡❝t❡✉r ❞♦♥t
❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣✳
✕ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡✱ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡s r❛②♦♥s ✈❡❝t❡✉rs s♦♥t ♥♦r♠❛❧✐sés
♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ♣rés❡♥t❡ ❡♥tr❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡
✽✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❊t✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✉ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉
ré❢ér❡♥❝❡ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛✉tr❡s ✐♠❛❣❡s✳
✕ ▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ✉t✐❧✐sé ✭▼❆❚▲❆❇✮ ❛✛❡❝t❡ ✉♥ r❛②♦♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❛r❜✐tr❛✐r❡
♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❛✉ tr❛❝é ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✭♥✉❧❧❡✮ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡
à ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✽ ✕ ❉✐❛❣r❛♠♠❡s r❛❞❛rs ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡s
♣♦✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣✳
▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡st ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡
(25, 5 ± 5, 3)% ❡t ❛✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ 8, 1%✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥ q✉❛rt ❞❡s ❜✐ts ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡
♣❡r♠❡tt❡♥t ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✱ ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❡r ❧❡s 30 ✐♠❛❣❡s ❧❡s ✉♥❡s ❞❡s ❛✉tr❡s ❀ ❞❛♥s ❧❡
♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s✱ ♠♦✐♥s ❞✬✉♥ ❜✐t s✉r ❞✐① ♣❡r♠❡tt❡♥t ❧❡✉r ❞✐✛ér❡♥❝✐❛t✐♦♥✳
✺✳✹✳ ❘és✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ✽✼
❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼✐❤ç❛❦✲❱❡♥❦❛t❡s❛♥ ♣ré✲
s❡♥t❡ à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ r♦❜✉st❡ss❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❡t
s♣é❝✐✜q✉❡s à ♥♦tr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❡t ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❜✐❡♥ q✉❡
ré❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❞❡ ♥❛t✉r❡ s❡♠❜❧❛❜❧❡✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ t②♣❡
❛♥t❤r♦♣♦♠étr✐q✉❡s ✭❛❧♦rs q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❜✐♥❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✈✐s❛❣❡✱ s②s✲
té♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❝❡♥tré ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡ ❞✬✐❞❡♥t✐té✮✳
✺✳✹ ❘és✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛✲
t✉r❡
▲❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛rq✉❡ ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❤♦❧♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ●❋✸❉✳ ❯♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❢♦rt ❢❛❝✐❧✐t❡r❛ ❧❡ ❞é❝♦✲
❞❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ S ♠❛✐s ❞é❣r❛❞❡r❛ ❧✬❛s♣❡❝t ✈✐s✉❡❧ ❡t ♣♦✉rr❛ ♠ê♠❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧❛
s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♠❛❧❣ré ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼✐❤ç❛❦✲❱❡♥❦❛t❡s❛♥✳ ❆
❝♦♥tr❛r✐♦✱ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ♠♦❞✐✜❡r❛ ♣❡✉ ❧✬✐♠❛❣❡✱ ❞♦♥❝ s❡r❛ s❛♥s ❡✛❡t s✉r
s♦♥ ❛s♣❡❝t ✈✐s✉❡❧ ❡t s❛ s✐❣♥❛t✉r❡✱ ♠❛✐s r❡♥❞r❛ ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ✈♦✐r❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♠❛rq✉❡ ✿
✕ s✉r ❧❛ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛s♣❡❝t ✈✐s✉❡❧✱
✕ s✉r ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡✱
✕ s✉r ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳
✺✳✹✳✶ ■♥✢✉❡♥❝❡ ✈✐s✉❡❧❧❡
◆♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ α ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
❞✬❤♦❧♦❣r❛♠♠❡ s✉r ❧✬❛s♣❡❝t ✈✐s✉❡❧ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ MSSIM ❬❲❛♥❣ ✷✵✵✹❪ s✉r
❧✬✐♠❛❣❡ ▲❡♥❛✳
❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s✐❣♥❛❧ t❡❧❧❡ q✉✬✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣✐①❡❧
à ♣✐①❡❧ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s I1 ❡t I2 ❝♦♠♠❡ ❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡ ✭▼❙❊✮✱
❧❛ ♠❡s✉r❡ SSIM ✭❙tr✉❝t✉r❛❧ ❙■▼✐❧❛r✐t②✮ é✈❛❧✉❡ ❧❛ s✐♠✐❧❛r✐té str✉❝t✉r❡❧❧❡ ❡①✐st❛♥t
❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s✳ ❈❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬÷✐❧ ❤✉♠❛✐♥
❛✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❞❛♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s✳
▲❛ ♠❡s✉r❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❢❡♥êtr❡s x ❡t y ❞❡ t❛✐❧❧❡ N×N ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
à I1 ❡t I2 ❡st ✿
SSIM(x, y) =
2µxµy + (k1L)
2
µ2x + µ
2
y + (k1L)
2
.
2σxy + (k2L)
2
σ2x + σ
2
y + (k2L)
2
❛✈❡❝ µ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡✱ σ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡✱ L ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s
♣✐①❡❧s✳ P❛r ❞é❢❛✉t✱ k1 ❡t k2 s♦♥t ✜①és r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à 0, 01 ❡t 0, 03✳ ❈❡s ❞❡✉①
✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ❞❡st✐♥é❡s à st❛❜✐❧✐s❡r ❧❛ ❞✐✈✐s✐♦♥ q✉❛♥❞ ❧❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r ❡st très ❢❛✐❜❧❡✳
✽✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❊t✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✉ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉
▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ s✐♠✐❧❛r✐té SSIM ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r M ❢❡♥êtr❡s ❞❡s ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s
I1 ❡t I2✳ ▲❛ s✐♠✐❧❛r✐té ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s ❡st ❛❧♦rs ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡
❞❡s ♠❡s✉r❡s ❛♣♣❡❧é❡ MSSIM ✿
MSSIM(I1, I2) =
1
M
M∑
j=1
SSIM(xj , yj)
α ▼❙❙■▼
✵ ✶
✵✱✶ ✵✱✾✾
✵✱✷ ✵✱✾✺
✵✱✸ ✵✱✽✾
✵✱✹ ✵✱✽✵
✵✱✺ ✵✱✻✽
✵✱✻ ✵✱✺✺
✵✱✼ ✵✱✹✶
✵✱✽ ✵✱✷✽
✵✱✾ ✵✱✶✻
✶ ✵✱✵✽
❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ ✕ ▼❡s✉r❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té MSSIM ❡♥tr❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ▲❡♥❛ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❡t ❧✬✐♠❛❣❡
▲❡♥❛ ❛✈❡❝ ✐♥s❡rt✐♦♥ α ❞❡ ❧❛ ♠❛rq✉❡✳
✭❛✮ α = 0
✭❜✮ α = 0, 1 ✭❝✮ α = 0, 2 ✭❞✮ α = 0, 3 ✭❡✮ α = 0, 4 ✭❢✮ α = 0, 5
✭❣✮ α = 0, 6 ✭❤✮ α = 0, 7 ✭✐✮ α = 0, 8 ✭❥✮ α = 0, 9 ✭❦✮ α = 1
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵ ✕ ■♠❛❣❡s ▲❡♥❛ ❛✈❡❝ ✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛rq✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts t❛✉① α✳
✺✳✹✳ ❘és✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ✽✾
▲❛ ♣❡rt❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ✈✐s✉❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡st s✉❜❥❡❝t✐✈❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♠é❞✐❝❛❧
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❉❡rr❛③ ❡t ❛❧✳ ❬❉❡rr❛③ ✷✵✵✹❪ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡
❛✈❡❝ ✉♥ MSSIM s✉♣ér✐❡✉r à 0, 8 ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❝♦rr❡❝t❡ ♣♦✉r ❧✬❛✐❞❡
❛✉ ❞✐❛❣♥♦st✐❝✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s q✉✐ ♥♦✉s ❝♦♥❝❡r♥❡✱ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✵ ♠♦♥tr❡♥t
q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r à 0, 4✱ ❞♦♥❝ ♣♦✉r ✉♥ MSSIM ✐♥❢ér✐❡✉r à
0, 8✱ ❧❡s ❛♥♥❡❛✉① ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥❡ ❣ê♥❡ ✈✐s✉❡❧❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❡s ❛♥♥❡❛✉① tr♦♣ ♠❛rq✉és
♣❡✉✈❡♥t ❢❛❝✐❧✐t❡r ✉♥❡ t❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ✐❧❧✐❝✐t❡✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ✜①♦♥s ❧❡
t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧ t♦❧ér❛❜❧❡ ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à 0, 4✳
✺✳✹✳✷ ❘♦❜✉st❡ss❡ ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡
▲♦rs ❞✬✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡st s♦✉♠✐s❡ à ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❡t à ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s
♥♦✉s ❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ♣❛r ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ r❡t❡♥✉❡
❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t r♦❜✉st❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❝❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❛♣rès ❛✈♦✐r ❞é✲
t❡r♠✐♥é ❧❡ t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡ ❡t s❛♥s ❣ê♥❡
✈✐s✉❡❧❧❡✱ ♥♦✉s t❡st♦♥s ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t à ❞❡s tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡ t②♣❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ r♦t❛t✐♦♥ ❡t ❤♦♠♦t❤ét✐❡✳ ▲❛
r♦❜✉st❡ss❡ ❛✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡s ❣r✐s s❡ ❢❡r❛ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❝❤❛î♥❡ ✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡ ✭❝❢ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✮ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡s t❡sts s✉r ❝❤❛î♥❡ ré❡❧❧❡✳ ▲❛
r♦❜✉st❡ss❡ ❛✉① ❛❧é❛s q✉❡ ♣❡✉t s✉❜✐r ✉♥❡ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡✱ ❣r✐✛✉r❡✱ tâ❝❤❡✱ ✈✐❡✐❧❧✐ss❡♠❡♥t
❞✉ s✉♣♣♦rt s❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t t❡sté❡✳
✺✳✹✳✷✳✶ ❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ t❛✉① ♦♣t✐♠❛❧ ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥
◆♦✉s ✐♥sér♦♥s ✉♥❡ ♠❛rq✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❝♦❞é❡ s✉r 160 ❜✐ts
❞♦♥❝ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r 16 ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞✐✛r❛❝t❛♥t❡s✳ ▲❡s ✐♠❛❣❡s ❝❤♦✐s✐❡s ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡
s♦♥t ▲❡♥❛ ❡t ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s✳ ▲✬❡rr❡✉r ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❡st ❡①♣r✐♠é❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡
❉✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ DH ❡♥tr❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ré❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥séré❡ S ❡t ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡
❞é❝♦❞é❡ SD✳ DH s❡r❛ ❡①♣r✐♠é❡ ❡♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❡t ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts✳
α DH ✭%✮ DH ✭❜✐ts✮
✵✱✶ ✷✱✺✵ ✹
✵✱✷ ✵ ✵
✵✱✸ ✵ ✵
✵✱✹ ✵ ✵
✵✱✺ ✵ ✵
✵✱✻ ✵ ✵
✵✱✼ ✵ ✵
✵✱✽ ✵ ✵
✵✱✾ ✵ ✵
✶ ✵ ✵
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶ ✕ ❉✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ DH ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ α ♣♦✉r
❧✬✐♠❛❣❡ ▲❡♥❛✳
✾✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❊t✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✉ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉
❙✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ▲❡♥❛✱ ✉♥ t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ α ❛ss✉r❛♥t ✉♥ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❝♦rr❡❝t s❛♥s ❣ê♥❡
✈✐s✉❡❧❧❡✱ ♣❡✉t êtr❡ ❝❤♦✐s✐ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, 2 ; 0, 4]✳
P♦✉r s✬❛ss✉r❡r ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❝❡t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✱ ♥♦✉s ❧❡ ✈ér✐✜♦♥s s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s✳
α DH ✭%✮ DH ✭❜✐ts✮
♠♦②❡♥♥❡ ♠♦②❡♥♥❡
✵✱✶ ✶✶✱✾✵ ✶✾✱✵✵✽
✵✱✷ ✵✱✶✸ ✵✱✷✵✽
✵✱✸ ✵ ✵
✵✱✹ ✵ ✵
✵✱✺ ✵ ✵
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷ ✕ ❉✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ DH ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥
α ♣♦✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s✳
▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ DH ♠♦②❡♥♥❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❡①✲
♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❛ss✉r❛♥t ✉♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥
❝♦rr❡❝t❡ s❛♥s ❣ê♥❡ ✈✐s✉❡❧❧❡ s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, 3 ; 0, 4]✳
✺✳✹✳✷✳✷ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ à ✉♥❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥
▲❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ s❡ ❢❛✐t s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ▲❡♥❛ tr❛♥s❧❛té❡ ❡♥ ❛❜s❝✐ss❡ ❡t ❡♥ ♦r❞♦♥♥é❡✳
▲❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ♣♦✉r ✉♥ t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥
α ∈ [0, 3 ; 0, 4]✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸ ✕ ❉✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ DH ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣✐①❡❧s ❞❡
tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ▲❡♥❛✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ✺✳✶✸ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡ s✉♣ér✐❡✉r
à 8 ♣✐①❡❧s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✱ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s s✬❡✛❡❝t✉❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t✳
P♦✉r ♣❛❧❧✐❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ❞✐s♣♦s❡r ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ s✉r ❧✬✐♠❛❣❡✱
❞✬♦ù ❧✬✐❞é❡ ❞✬❛❥♦✉t❡r ✉♥❡ ♠✐r❡ à ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❈❡tt❡ ♠✐r❡ ♥❡ ❞❡✈❛♥t ♣❛s êtr❡ ✈✐s✐❜❧❡✱ ❡❧❧❡
❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❛❥♦✉té❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬❤♦❧♦❣r❛♠♠❡✳ ◗✉❛tr❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ s♦♥t
♣♦s✐t✐♦♥♥és ❛✉① q✉❛tr❡ ❝♦✐♥s ❞✉ ♣❧❛♥ 1 ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ♠❛r❣❡s
✺✳✹✳ ❘és✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ✾✶
❞❡ 50 ♣✐①❡❧s✳ ❈❡s q✉❛tr❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❛②❛♥t ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♥♥✉❡ ❛ ♣r✐♦r✐✱ ❧❡
r❡❝❛❧❛❣❡ ❧♦rs ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡✳
✺✳✹✳✷✳✸ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ à ✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥
▲❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ s❡ ❢❛✐t s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ▲❡♥❛ ❛②❛♥t s✉❜✐ ✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛✉t♦✉r ❞❡ s♦♥
❝❡♥tr❡✳ ▲❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ♣♦✉r ✉♥ t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥
α ∈ [0, 3 ; 0, 4]✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹ ✕ ❉✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ DH ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ♣♦✉r
❧✬✐♠❛❣❡ ▲❡♥❛✳
▲❛ ♠✐r❡ ❛❥♦✉té❡ à ❧❛ ♠❛rq✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦rr✐❣❡r ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ s✉r ❧❛
❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ❥✉sq✉✬à ✉♥ ❛♥❣❧❡ ❞❡ 2 ❞❡❣rés✳ ❆✉✲❞❡❧à✱ ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t
♠♦✐♥s ❡✣❝❛❝❡ ❝❛r ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ❡♥tr❡ ✉♥ ❤♦❧♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♠❛rq✉❡
❛②❛♥t s✉❜✐ ✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥ ❡t ✉♥ ❤♦❧♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♥✬❛②❛♥t ♣❛s s✉❜✐ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥✳
P♦✉r ♣❛❧❧✐❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ✐tér❛t✐✈❡ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t t♦✉r♥❡r
❧✬❤♦❧♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❥✉sq✉✬à tr♦✉✈❡r ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡
❧❛ ♠✐r❡✳
✺✳✹✳✷✳✹ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ à ✉♥❡ ❤♦♠♦t❤ét✐❡
▲❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ s❡ ❢❛✐t s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ▲❡♥❛ ❛②❛♥t s✉❜✐ ✉♥❡ ❤♦♠♦t❤ét✐❡✳ ▲✬❤♦♠♦t❤ét✐❡
❡st ré❛❧✐sé❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❜✐❝✉❜✐q✉❡✳
❤♦♠♦t❤ét✐❡ s❛♥s ♠✐r❡ ❛✈❡❝ ♠✐r❡s
✵✱✾✾ ✶✻✱✷✺ ♥♦♥ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐r❡
✵✱✾✾✾ ✵ ✵
✶✱✵✵✶ ✵ ✵
✶✱✵✶ ✷✽✱✼✺ ♥♦♥ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐r❡
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺ ✕ ❉✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ✭❡♥ %✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❤♦♠♦t❤ét✐❡
♣♦✉r ✉♥ t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ α ❞❡ 0, 3 s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ▲❡♥❛✳
✾✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❊t✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✉ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉
❤♦♠♦t❤ét✐❡ s❛♥s ♠✐r❡ ❛✈❡❝ ♠✐r❡s
✵✱✾✾ ✶✻✱✷✺ ♥♦♥ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐r❡
✵✱✾✾✾ ✵ ✵
✶✱✵✵✶ ✵ ✵
✶✱✵✶ ✷✹✱✸✼ ♥♦♥ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐r❡
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻ ✕ ❉✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ✭❡♥ %✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❤♦♠♦t❤ét✐❡
♣♦✉r ✉♥ t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ α ❞❡ 0, 4 s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ▲❡♥❛✳
▲❛ ❢❛✐❜❧❡ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ à ❧✬❤♦♠♦t❤ét✐❡ ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t
q✉✬❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ ❤♦♠♦t❤ét✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♥é❣❛t✐✈❡✮ ❛✉❣♠❡♥t❡ ✭r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡♠❡♥t ❞✐♠✐♥✉❡✮ ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❡s ❛♥♥❡❛✉① ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ❞❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥✱ ❞♦♥❝ ❞é♣❧❛❝❡
❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❝♦❞❛♥t❡s s✉✐✈❛♥t ❧✬❛①❡ ❞❡s z ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♣♦s✐t✐❢ ✭r❡s✲
♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♥é❣❛t✐❢✮✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
✐tér❛t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐r❡ ♣❛r ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❤♦♠♦t❤ét✐❡ à ❧✬❤♦❧♦✲
❣r❛♠♠❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡t ❡♥ ❧❡ ♠♦❞✐✜❛♥t à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✳
✺✳✹✳✷✳✺ ❘♦❜✉st❡ss❡ ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❛✉① ❛❧tér❛t✐♦♥s s♣é❝✐✜q✉❡s
◆♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ▲❡♥❛ ♠❛rq✉é❡ ❛✈❡❝ ❧✬❤♦❧♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ s❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❡t ❧✉✐
❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ❣r✐✛✉r❡✱ tâ❝❤❡ ❡t ✈✐❡✐❧❧✐ss❡♠❡♥t✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼ ✕ ■♠❛❣❡s ▲❡♥❛ ♠♦❞✐✜é❡s ❛✈❡❝ ✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛rq✉❡ ♣♦✉r ❧❡ t❛✉①
α = 0, 3✳
P♦✉r α ∈ [0, 3 ; 0, 4]✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ❣r✐✛é❡ ❡t ❧✬✐♠❛❣❡ tâ❝❤é❡ s♦♥t ❞é❝♦❞é❡ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t✳
P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ✈✐❡✐❧❧✐❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝♦❞é❡✳
▲❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥s ❛❣✐ss❡♥t ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠❛sq✉❛❣❡ q✉✐ ♥✬❛✛❡❝t❡ q✉❡
❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤♦❧♦❣r❛♠♠❡ ♣♦✉r✈✉ q✉✬✐❧ r❡st❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛r✲
t✐❡❧✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡ ✈✐❡✐❧❧✐ss❡♠❡♥t q✉✐ ❛✛❡❝t❡ ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♣✐①❡❧s
❝❛✉s❡ ✉♥❡ ❛tté♥✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤♦❧♦❣r❛♠♠❡ s✉r s❛ t♦t❛❧✐té✳
✺✳✹✳ ❘és✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ✾✸
✺✳✹✳✷✳✻ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ✐♠♣r✐✲
♠é❡ ❡t s❝❛♥♥é❡
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✱ s❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r
❤❛❝❤❛❣❡ ♣✉✐s ✐♥séré❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬❤♦❧♦❣r❛♠♠❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ❡①trê♠❡s ❞❡
❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ α ∈ [0, 3 ; 0, 4]✳ ▲❡s ✐♠❛❣❡s s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ✐♠♣r✐♠é❡s s✉r ♣❛♣✐❡r ♦r❞✐♥❛✐r❡
❜❧❛♥❝ ❞❡ ❣r❛♠♠❛❣❡ 80g/m2✳ ▲❡s ✐♠❛❣❡s s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ s❝❛♥♥é❡s✳ ▲❡s rés♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✐♠✲
♣r❡ss✐♦♥ ❡t ❞❡ ♥✉♠ér✐s❛t✐♦♥ s♦♥t ❝❡❧❧❡s ❝❤♦✐s✐❡s ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡
❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡ ✭❝❢ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✮✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✽ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡s
♠❛rq✉é❡s ❛✈❡❝ ✉♥ t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ 0, 3 ❛♣rès ✐♠♣r❡ss✐♦♥ ❡t ♥✉♠ér✐s❛t✐♦♥ s✐t✉é❡
❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❇✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✾ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡s
♠❛rq✉é❡s ❛✈❡❝ ✉♥ t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ 0, 4 ❛♣rès ✐♠♣r❡ss✐♦♥ ❡t ♥✉♠ér✐s❛t✐♦♥ s✐t✉é❡
❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❇✳
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✱ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❡st ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❞ét❡❝✲
té❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ❞✉ t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ t❡sté❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
✾✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❊t✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✉ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉
❞❡ ❧❛ ❜❛s❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✐♠❛❣❡✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✿
SD = S
♦ù SD r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞é❝♦❞é❡ ❡t S ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❤❛❝❤❛❣❡ r♦❜✉st❡
❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✳
✺✳✹✳✸ ❘♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡
▲❡ ❝❤♦✐① ❞✉ t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧ ✭α = 0, 3 ♦✉ 0, 4✮✱ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ❧❛
s✐❣♥❛t✉r❡ ❞é❝♦❞é❡ SD ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ é❣❛❧❡ à s❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❤❛❝❤❛❣❡ r♦❜✉st❡
S✳ P♦✉r s✬❛ss✉r❡r ❞❡ ❧✬❛✉t❤❡♥t✐❝✐té ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ✐❞é❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡
♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❤❛❝❤❛❣❡ r♦❜✉st❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♠❛rq✉é❡ SM s♦✐t é❣❛❧❡ à S✳ ▲❛ s✐❣♥❛t✉r❡ S
❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞♦✐t ❞♦♥❝ r❡st❡r ❧❛ ♠ê♠❡ ❛♣rès ✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛rq✉❡ ❤♦❧♦❣r❛♣❤✐q✉❡
♣♦✉r ❛✈♦✐r ❧❛ ❞♦✉❜❧❡ é❣❛❧✐té ✿ S = SD = SM ✳
◆♦✉s t❡st♦♥s ❝❡tt❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ S s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡s 30 ✐♠❛❣❡s ♣♦✉r
❧❡s ❞❡✉① t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ r❡t❡♥✉s ❡♥ ♠❡s✉r❛♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ♠♦②❡♥♥❡
❡♥tr❡ S ❡t SM ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s✳
α ❉❍ ♠♦②❡♥♥❡ ✭%✮ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ❡rr❡✉rs
✵✱✸ ✷✱✵✵ ✷✺
✵✱✹ ✷✱✵✹ ✷✺
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✵ ✕ ❉✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥tr❡ S ❡t SM ❡t ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♠❛❣❡s
❡rr♦♥é❡s ♣♦✉r α = 0, 3 ❡t 0, 4✳
P♦✉r ❧❡s t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ♦♣t✐♠❛✉① ✭0, 3 ❡t 0, 4✮ r❡t❡♥✉s✱ ♥♦✉s ✈♦②♦♥s s✉r ❧❡ t❛✲
❜❧❡❛✉ ✺✳✷✵ q✉❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s✱ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛ss✉ré❡✳ ▲❛
r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼✐❤ç❛❦✲❱❡♥❦❛t❡s❛♥ à ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛rq✉❡ ♣♦✉r
❧❡s t❛✉① r❡t❡♥✉s s✬❛✈èr❡ ❛✐♥s✐ êtr❡ ✐♥s✉✣s❛♥t❡✳ P♦✉r ♣❛❧❧✐❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦✲
❞✉✐s♦♥s ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣❤❛s❡ q✉❡ ♥♦✉s ❜❛♣t✐s♦♥s
♣❤❛s❡ ❞❡ ❣♦♠♠❛❣❡ ❬❙♦✉❧❡③ ✷✵✵✼❪✳ ❈❡tt❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❣♦♠♠❛❣❡ ❡st s❝❤é♠❛t✐sé❡ ♣❛r ❧❡
❧♦❣✐❣r❛♠♠❡ ❝✐✲❛♣rès ✿
✺✳✹✳ ❘és✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ✾✺
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✶ ✕ ▲♦❣✐❣r❛♠♠❡ ❞✉ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉ ❛✈❡❝ ❣♦♠♠❛❣❡✳
▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ét❛♥t s✉♣♣♦sé❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r✱ ♣♦✉r ❧❡s t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥
r❡t❡♥✉s✱ ✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ SD t❡❧❧❡ q✉❡ SD ❡st é❣❛❧❡ à S✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ré❣é♥ér❡r ❧❛
✜❣✉r❡ ❞❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ❈❡tt❡ ✜❣✉r❡ ❞❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♣❡✉t
❛❧♦rs êtr❡ s♦✉str❛✐t❡ à ❧✬✐♠❛❣❡ ♠❛rq✉é❡ ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❣♦♠♠é❡ IG✳ ▲❡
❤❛❝❤❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♠❛❣❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼✐❤ç❛❦✲❱❡♥❦❛t❡s❛♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡
♥♦té❡ SG q✉✐ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ❝♦♠♣❛ré❡ à ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ S✳
P♦✉r ❧❡s ❞❡✉① t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥✱ ❧❡s t❡sts ❡✛❡❝t✉és s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❞♦♥♥❡♥t
✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ♥✉❧❧❡✳ ❆✐♥s✐ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❣♦♠♠❛❣❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥
✾✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❊t✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✉ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉
❤❛❝❤❛❣❡ r♦❜✉st❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t t❡❧ q✉❡
SG = S
✳
◆♦✉s s♦♠♠❡s ❡♥ ❡✛❡t ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ✐❞é❛❧ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦ù ❧✬♦♥ ❛❥♦✉t❡ ♣✉✐s r❡✲
tr❛♥❝❤❡ ❧❡s ♠ê♠❡s ❤♦❧♦❣r❛♠♠❡s à ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬❛❝❝✉❡✐❧ ✿ s❡✉❧❡ ✉♥❡ ❡rr❡✉r rés✐❞✉❡❧❧❡ ❧✐é❡
à ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s s✉❜s✐st❡ s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬❛❝❝✉❡✐❧ r❡❝♦♥str✉✐t❡ ❛♣rès ✐♥s❡rt✐♦♥
❡t ❣♦♠♠❛❣❡✳ ❈❡tt❡ ❡rr❡✉r ❡st très ❢❛✐❜❧❡ ✭∼ 10−16✮ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✺✳✷✷
❝✐✲❞❡ss♦✉s ❡t ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ♥❡ ♠♦❞✐✜❡ ♣❛s ❧❡ ❤❛❝❤❛❣❡✳ ■❧ ❡st ❜✐❡♥ é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❧❡ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ s❡r❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ré❡❧❧❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡✳
▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢❡r❛ ❧✬♦❜❥❡t ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✷ ✕ ❘és✐❞✉ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❣♦♠♠❛❣❡ ✲ α = 0, 4✳
✺✳✺ ❘és✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❞❡ ❋r❡s✲
♥❡❧ ✸❉
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥ t❡st ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❞❡
❋r❡s♥❡❧ ✸❉ s✉r ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡ s✐♠✉❧é❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r
❝❡tt❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡✱ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠♣r✐♠❛♥t❡
❧❛s❡r ❍P ▲❛s❡r❏❡t P✸✵✵✺❞♥ ❡t ❞✬✉♥ s❝❛♥♥❡r ❊P❙❖◆ P❡r❢❡❝t✐♦♥ ❱✼✵✵ P❤♦t♦✱ ❡st ❧❡
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❱✐❧❧à♥ q✉❡ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳
▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❞❡s t❡sts ❣r❛♥❞❡✉r ♥❛t✉r❡
s✉r ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛✈❡❝ ✐♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ✐♠❛❣❡s
s✉r ✉♥ s✉♣♣♦rt ♣❛♣✐❡r✳
✺✳✺✳ ❘és✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉ ✾✼
❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✱ ♥♦✉s t❡st♦♥s tr♦✐s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❛♣rès q✉❡
❧✬✐♠❛❣❡ s♦✐t ♣❛ssé❡ à tr❛✈❡rs ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡ ✿
✕ ❤❛❝❤❛❣❡ s❛♥s ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✿ ❧❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡st ré❛❧✐sé ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r
❧✬✐♠❛❣❡ s❝❛♥♥é❡✳ ■❧ ❣é♥èr❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ SM ✳
✕ ❤❛❝❤❛❣❡ ❛✈❡❝ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡ ✭❈■▲✮ ✿ ✉♥❡ ❝♦rr❡❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♣❛r ✉♥❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡
❡st ré❛❧✐sé❡ ❛✈❛♥t ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✳ ■❧ ❣é♥èr❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ SC ✳
✕ ❤❛❝❤❛❣❡ ❛✈❡❝ ❣♦♠♠❛❣❡ ✿ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡st ❝♦rr✐❣é❡ ♣❛r ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡✱ ♣✉✐s ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❣♦♠♠❛❣❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡
❛✈❛♥t ❧❡ ❤❛❝❤❛❣❡✳ ■❧ ❣é♥èr❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ SG✳
▲✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s tr♦✐s s✐❣♥❛t✉r❡s ♣❡✉t s❡ s❝❤é♠❛t✐s❡r ♣❛r ❧❡ ❧♦❣✐❣r❛♠♠❡ ✿
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✸ ✕ ▲♦❣✐❣r❛♠♠❡ ❞❡s s✐❣♥❛t✉r❡s SC ✱ SD✱ SG ❡t SM ✳
❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s s✐❣♥❛t✉r❡s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é✜♥✐r tr♦✐s ❞✐st❛♥❝❡s ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉ ❤❛❝❤❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✱ ❞♦♥❝ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡
S ✿
✕ dCIL ✿ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❛♣rès ✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡
dCIL = DH(SM , S)
✕ dC ✿ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❛♣rès ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡
dC = DH(SC , S)
✕ dG ✿ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❣♦♠♠é❡
dG = DH(SG, S)
✾✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❊t✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✉ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡sts ❡st ♠❡♥é s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❛✈❡❝ ❧❡s t❛✉①
♦♣t✐♠❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ 0, 3 ❡t 0, 4✳
✺✳✺✳✶ ❆✈❡❝ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡ s✐♠✉❧é❡
❉❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ✐♠♣r✐♠é❡ ❡t s❝❛♥♥é❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡ ✿ ❧✬✐♠❛❣❡ ♠❛rq✉é❡ IM ❡♥ ❡♥tré❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡
❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡ ❡st tr❛✐té❡ s❡❧♦♥ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❱✐❧❧à♥✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ❡♥ s♦rt✐❡ ❡st
❧✬✐♠❛❣❡ ICIL✳
✺✳✺✳✶✳✶ ❉é❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡
▲❡ t❡st ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ SD ❡st ♣❛ssé ❛✈❡❝ s✉❝❝ès s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
✸✵ ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ♦♣t✐♠❛✉① ✿
SD = S
✳
✺✳✺✳✶✳✷ ❍❛❝❤❛❣❡ r♦❜✉st❡
▲❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s à ❜❛rr❡s ✺✳✷✹ ❡t ✺✳✷✺ ❞♦♥♥❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s✉r ❧❛ ❜❛s❡
❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ✸✵ ✐♠❛❣❡s ♠❛rq✉é❡s✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✿ P♦✉r ✉♥❡ ❢❛❝✐❧✐té ❞❡ ❧❡❝t✉r❡✱ ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ s✉r ❧❡s ❞✐❛✲
❣r❛♠♠❡s à ❜❛rr❡s s♦♥t ❡①♣r✐♠é❡s ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✹ ✕ ❉✐st❛♥❝❡s dCIL✱ dC ❡t dG ♣♦✉r ✉♥ t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ 0, 3 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡ s✐♠✉❧é❡ ✭dCIL = 2, 3% ✱dC = 2, 0% ✱dG = 1, 0%✮✳
✺✳✺✳ ❘és✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉ ✾✾
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✺ ✕ ❉✐st❛♥❝❡s dCIL✱ dC ❡t dG ♣♦✉r ✉♥ t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ 0, 4 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡ s✐♠✉❧é❡ ✭dCIL = 2, 6% ✱dC = 2, 2% ✱dG = 1, 0%✮✳
❖♥ ❝♦♥st❛t❡✱ ♣♦✉r ❧❡s tr♦✐s ❞✐st❛♥❝❡s ét✉❞✐é❡s✱ q✉✬❛✉❝✉♥❡ ♥❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡
♥✉❧❧❡ ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s✳
P♦✉r ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s dCIL ❡t dG✱ ❝❡❧❛ s✬❡①♣❧✐q✉❡ ❝❛r ❧❡ ❤❛❝❤❛❣❡ s❡ ❢❛✐t s✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s
❛✈❡❝ ❞❡s ❛♥♥❡❛✉①✳ P♦✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ dG✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❡s♣ér❡r ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♥✉❧❧❡
♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ✿ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✉♥❡ ♠♦✐t✐é ❞❡s ✐♠❛❣❡s✳
❆✜♥ ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞✉ ❣♦♠♠❛❣❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❝♦rr✐❣é❡✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧✬✐♠❛❣❡ 1 ✭dG = 0✮ ❡t ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦rr✐❣é❡✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧✬✐♠❛❣❡ 6 ✭dG = 9✮✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❝♦rr✐❣é❡
IG ❡t ❧✬✐♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ I ❛♣rès ✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✻ ✕ ■♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✱ ✐♠❛❣❡ ❣♦♠♠é❡ ❡t ✐♠❛❣❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ♣♦✉r ❧❡s
✐♠❛❣❡s 1 ❡t 6 ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s✳
✶✵✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❊t✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✉ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉
❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❛ ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉r très ❢❛✐❜❧❡
✭∼ 10−3✮✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s I ❡t ❝♦rr✐❣é❡s IG tr♦✉✈❡
s♦♥ ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥é✈✐t❛❜❧❡ ❢❛✐t❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥
❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❣♦♠♠❛❣❡ ❞❡s ❛♥♥❡❛✉①✳ ▼❛❧❣ré ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ s❡s ❡rr❡✉rs
❡t ❜✐❡♥ q✉✬✐❧ s♦✐t r♦❜✉st❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❞❡ ▼✐❤ç❛❦✲❱❡♥❦❛t❡s❛♥ ❞♦♥♥❡
♣♦✉r ❧✬✐♠❛❣❡ 1 ✉♥❡ s✐♠✐❧✐t✉❞❡ ♣❛r❢❛✐t❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ♥✉❧❧❡✱
t❛♥❞✐s q✉❡ ♣♦✉r ❧✬✐♠❛❣❡ 6 ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ❡st ❞❡ 9 ❜✐ts✳
❈❡t ❡①❡♠♣❧❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❞❡✈r❛ s❡ ❜♦r♥❡r à r❡❝❤❡r❝❤❡r ✿
S = SD ≃ SG
❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ à ♣❛rt✐r ❞❡
s❛ s✐❣♥❛t✉r❡ SM ✳
❙✉✐✈❛♥t ❧❡ s❡✉✐❧ q✉❡ ❧✬♦♥ t♦❧èr❡r❛✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❝❤♦✐s✐r ❝♦♠♠❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❛♣rès
✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡✱ s♦✐t SCIL✱ s♦✐t SC ✱ s♦✐t SG✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡♥ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡✱ ❧❡
t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✷✼ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❣♦♠♠❛❣❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣❛❣♥❡r ✉♥ ❢❛❝t❡✉r 2 s✉r
❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✳
α dCIL (✪) dC ✭%✮ dG (✪)
✵✱✸ ✷✱✷✾ ✷✱✵✷ ✶✱✵✹
✵✱✹ ✷✱✺✽ ✷✱✶✼ ✶✱✵✷
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✼ ✕ ❉✐st❛♥❝❡s ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ♥♦r♠❛❧✐sé❡s dCIL✱ dC ✱ dG ♠♦②❡♥♥❡s ♣♦✉r
α = 0, 3 ❡t 0, 4✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡ ré❡❧❧❡✱ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❣♦♠♠❛❣❡ s❡r❛
❡♥❝♦r❡ ♠♦✐♥s ❡✣❝❛❝❡ ❝❛r ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❱✐❧❧à♥ ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡
❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡✳
✺✳✺✳✶✳✸ P♦✉✈♦✐r ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ✲ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥
◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❣♦♠♠❛❣❡ ♥✬❛✛❡❝t❡ ♣❛s ❧❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞✐s❝r✐✲
♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼✐❤ç❛❦✲❱❡♥❦❛t❡s❛♥✳ P♦✉r t❡st❡r ❧❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
✐♠❛❣❡ I ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡ S(I) ♥♦✉s ♠❛rq✉❡r♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❛✈❡❝
❝❡tt❡ s✐❣♥❛t✉r❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ J ❡st ♠❛rq✉é❡ ❛✈❡❝ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ S(I) ❝❛❧✲
❝✉❧é❡ s✉r I ❡t ♥♦♥ s✉r J ✳ ❖♥ ♥♦t❡ IMI(J) ❝❡tt❡ ✐♠❛❣❡ ♠❛rq✉é❡✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛
❜❛s❡ ❡st ❞é❝♦❞é❡ ♣✉✐s ❣♦♠♠é❡✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✿
dDIS(I, J) = DH(SG(IMI(J)), S(I))
q✉✐ tr❛❞✉✐t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ r♦❜✉st❡ ❡♥tr❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ I ❡t
❧✬✐♠❛❣❡ J ♠❛rq✉é❡ ✐❧❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ S ❞❡ I ♣✉✐s ❣♦♠♠é❡✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s dDIS ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❞ét❡r♠✐♥é✳
✺✳✺✳ ❘és✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉ ✶✵✶
▲❡s t❛❜❧❡❛✉① ❞❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡s r❛❞❛rs ✺✳✷✽ ❡t ✺✳✷✾ ❞♦♥♥❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✐♠❛❣❡ I
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✸✵ ❞✐st❛♥❝❡s ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✽ ✕ ❉✐❛❣r❛♠♠❡s r❛❞❛rs ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡s
♣♦✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ dDIS ❛✈❡❝ ✉♥ t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ α = 0, 3✳
✶✵✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❊t✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✉ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✾ ✕ ❉✐❛❣r❛♠♠❡s r❛❞❛rs ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡s
♣♦✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ dDIS ❛✈❡❝ ✉♥ t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ α = 0, 4✳
❆ ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞❡ ❝❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s r❛❞❛rs✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ s❡♠❜❧❡
♣♦ss✐❜❧❡ ♣✉✐sq✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✐♠❛❣❡ I✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r I 6= J ✿
dDIS(I, IMI(I)) < dDIS(I, IMI(J))
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉t s✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧✬✐♥é❣❛✲
❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ s♦✐t ✈ér✐✜é❡ ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡
Max(dDIS(I, I)) < Min(dDIS(J,K))
✳
✺✳✺✳ ❘és✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉ ✶✵✸
▲❡s ♠❡s✉r❡s ❞♦♥♥❡♥t ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✿
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts ♥✉♠ér♦
❡rr♦♥és ♣♦✉r α = 0, 3 ❡rr♦♥és ♣♦✉r α = 0, 4 ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡
Max(dDIS(I, I)) ✾ ✾ ■❂✻
Min(dDIS(J,K)) ✶✸ ✶✷ ❏❂✶✾✱❑❂✶✼
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✵ ✕ Max(dDIS(I, I)) ❡t Min(dDIS(J,K)) ♣♦✉r α = 0, 3 ❡t α = 0, 4 ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡ s✐♠✉❧é❡✳
❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉✬✉♥ s❡✉✐❧ ❝❤♦✐s✐ ❡♥tr❡ [9 ❜✐ts ; 13 ❜✐ts] s♦✐t ❡♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡
❍❛♠♠✐♥❣ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ [5, 63 ✪ ; 8, 13 ✪] ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❡r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❧✐❝✐t❡
❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✐❧❧✐❝✐t❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ Max(dDIS(I, I) ❡t
Min(dDIS(J,K)) ❡st très ❢❛✐❜❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ❞❡✈r❛✐t ♣♦s❡r ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✐♠❛❣❡s
♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡ ré❡❧❧❡✳
✺✳✺✳✷ ❆✈❡❝ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡ ré❡❧❧❡
✺✳✺✳✷✳✶ ❉é❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡
▲❡ t❡st ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ SD ❡st ♣❛ssé ❛✈❡❝ s✉❝❝ès s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
✸✵ ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ♦♣t✐♠❛✉① ✿
SD = S
✳
✶✵✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❊t✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✉ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉
✺✳✺✳✷✳✷ ❍❛❝❤❛❣❡ r♦❜✉st❡
❙✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ✐♠♣r✐♠é❡ ♣✉✐s s❝❛♥♥é❡✱ ♥♦✉s ♠❡s✉r♦♥s ❡♥
♣r❡♠✐❡r ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s dCIL✱ dC ❡t dG ❞é✜♥✐❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✶ ✕ ❉✐st❛♥❝❡s dCIL✱ dC ❡t dG ♣♦✉r ✉♥ t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ 0, 3 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡ ré❡❧❧❡ ✭dCIL = 7, 8% ✱dC = 7, 8% ✱dG = 8, 0%✮✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✷ ✕ ❉✐st❛♥❝❡s dCIL✱ dC ❡t dG ♣♦✉r ✉♥ t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ 0, 4 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡ ré❡❧❧❡ ✭dCIL = 7, 7% ✱dC = 7, 6% ✱dG = 7, 4%✮✳
▲❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s à ❜❛rr❡s ✺✳✸✶ ❡t ✺✳✸✷ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts ❡rr♦♥és ❡st
♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① t❛✉① ♣❧✉s é❧❡✈é q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭s♦✉✈❡♥t ♣❧✉s ❞❡ ❞❡✉①
❢♦✐s✮✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✭❞✐st❛♥❝❡ C✮ ♦✉ ❧❡ ❣♦♠♠❛❣❡ ✭❞✐st❛♥❝❡
G✮ ♥✬❛♣♣♦rt❡♥t ♣❛s ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ♥♦t❛❜❧❡ ❀ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ✐♠❛❣❡s✱ ❧✬❡✛❡t ❡st ♠ê♠❡
✺✳✺✳ ❘és✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉ ✶✵✺
♥é❣❛t✐❢✳
✺✳✺✳✷✳✸ P♦✉✈♦✐r ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ✲ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥
▲❡ t❡st ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ré❛❧✐sé ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ r❡♣r♦✲
❞✉✐t ❛✐sé♠❡♥t s✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ré❡❧❧❡s ❝❛r ✐❧ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s
♠❛rq✉é❡s ✐❧❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞❡ 870 ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡s ❞✬✐❞❡♥t✐té✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬♦♥ ❞✐s✲
♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ♦ù ❝❤❛q✉❡ ✐♠❛❣❡ ❡st ❝♦❞é❡ ❛✈❡❝ s❛ ♣r♦♣r❡ s✐❣♥❛t✉r❡✱
✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥ t❡st ❛♣♣r♦❝❤❛♥t ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❡①tr❛✐t❡
SG(IMI(J)) ♣❛r ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ SG(IMJ(J)) ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❞✐s✲
❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ dDIS ✿
d˜DIS(I, J) = DH(SG(IMJ(J)), S(I))
✶✵✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❊t✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✉ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉
▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡s r❛❞❛rs ✺✳✸✸ ❞♦♥♥❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✐♠❛❣❡ I ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ✸✵ ❞✐st❛♥❝❡s ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✸ ✕ ❉✐❛❣r❛♠♠❡s r❛❞❛rs ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡s
♣♦✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ d˜DIS ❛✈❡❝ ✉♥ t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ α = 0, 3✳
✺✳✺✳ ❘és✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉ ✶✵✼
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✹ ✕ ❉✐❛❣r❛♠♠❡s r❛❞❛rs ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡s
♣♦✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ d˜DIS ❛✈❡❝ ✉♥ t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ α = 0, 4✳
▲❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s r❛❞❛rs ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❞❡s t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ 0, 3 ❡t 0, 4 s❛♥s
✜❧tr❛❣❡ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡✱ s✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ✐♠❛❣❡s ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬✐♠❛❣❡ 5✱ q✉❡❧q✉❡
s♦✐t ❧❡ t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥✱ ❧❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡✳
✶✵✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❊t✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✉ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉
▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t ✿
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts ♥✉♠ér♦
❡rr♦♥és ♣♦✉r α = 0, 3 ❡rr♦♥és ♣♦✉r α = 0, 4 ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡
Max(d˜DIS(I, I) ✷✼ ✷✷ ■❂✺
Min(d˜DIS(J,K)) ✶✾ ✶✽ ❏❂✶✾✱❑❂✶✼
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✺ ✕ Max(d˜DIS(I, I) ❡t Min(d˜DIS(J,K)) ♣♦✉r α = 0, 3 ❡t α = 0, 4 ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡ ré❡❧❧❡✳
▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✸✺ ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥ s❡✉✐❧ s✉✣s❛♥t à ❧❛
❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❝❛r ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
d˜DIS(I, IMI(I)) < d˜DIS(I, IMI(J))
♥✬❡st ♣❛s ✈ér✐✜é❡✳
▲✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡ ré❡❧❧❡✱ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡
❣♦♠♠❛❣❡ ❡st ♠♦✐♥s ❡✣❝❛❝❡ ❝❛r ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❱✐❧❧à♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲
❧❡❝t✉r❡ ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é ♥❡ ❝♦rr✐❣❡❛♥t ♣❛s ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s✳
▲❡s ✐♠❛❣❡s ré❡❧❧❡s ❛♣rès ❣♦♠♠❛❣❡ ♣rés❡♥t❡♥t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s rés✐❞✉s ❞✬✐♥t❡r✲
❢ér❡♥❝❡s ❞✬❛♥♥❡❛✉① ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✸✻✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✻ ✕ ❘és✐❞✉ ❞✬❤♦❧♦❣r❛♠♠❡s ❛♣rès ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❣♦♠♠❛❣❡✳
❯♥❡ ❛tté♥✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s rés✐❞✉s ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ✉♥ ✜❧tr❛❣❡ ♣❛ss❡✲❜❛s
❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉✬✉♥ ✜❧tr❛❣❡ ♣❛ss❡✲❜❛s ❞❡ t②♣❡ ♠♦②❡♥♥❡✉r
♦✉ ❣❛✉ss✐❡♥ ♠♦❞✐✜❡r❛ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✭❝❢ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✸✮✳ ❙❡✉❧s ❞❡s t❡sts
✺✳✺✳ ❘és✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉ ✶✵✾
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❛♣♣♦rt❡r❛ ✉♥ ❣❛✐♥ ♦✉ ♥♦♥ ❡♥ t❡r♠❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♥♦✉s
ét✉❞✐♦♥s ❧✬❡✛❡t ❞❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ✜❧tr❡s s✉r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❡r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡
♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉
✜❧tr❡ s✉r ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s SM ✱ SC ❡t SG ❡♥ r❡❣❛r❞❛♥t s✐ ❧❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡
❞❡✈✐❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣rès ✜❧tr❛❣❡✳ ▲❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ s❡r♦♥t ❡①♣r✐♠é❡s ❡♥
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts✳
■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ✜❧tr❡s s✉r ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ SM ✿
◆♦✉s ♠❡s✉r♦♥s ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✿
DH(SM (IMJ(J)), S(I))
❉❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t✱ Max r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡
DH(SM (IMI(I)), S(I)) ❡t Min r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡
DH(SM (IMJ(J)), S(I)) ♣♦✉r J 6= I✳
α ✵✱✸ ✵✱✹
Max Min Max Min
❙❛♥s ✜❧tr❡ ✷✹ ✶✽ ✷✵ ✶✽
❋✐❧tr❡ ♠♦②❡♥♥❡✉r 3× 3 ✷✵ ✷✶ ✷✵ ✷✵
❋✐❧tr❡ ♠♦②❡♥♥❡✉r 4× 4 ✶✽ ✶✼ ✶✻ ✶✼
❋✐❧tr❡ ♠♦②❡♥♥❡✉r 5× 5 ✷✵ ✷✵ ✷✶ ✷✵
❋✐❧tr❡ ❣❛✉ss✐❡♥ 3× 3 ✷✸ ✶✽ ✶✾ ✶✽
❋✐❧tr❡ ❣❛✉ss✐❡♥ 4× 4 ✷✵ ✶✼ ✶✼ ✶✼
❋✐❧tr❡ ❣❛✉ss✐❡♥ 5× 5 ✷✸ ✶✽ ✶✾ ✶✽
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✼ ✕ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ✜❧tr❡s s✉r ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ SM ✳
◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❧❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✭Max < Min✮ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡
❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ SM ❞❛♥s ❞❡✉① ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡s ✭✐♥❞✐q✉és ❡♥ ✐t❛❧✐q✉❡✮ ✿ ♣♦✉r ✉♥ t❛✉①
❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ α = 0, 3 ❛♣rès ❛✈♦✐r ❛♣♣❧✐q✉é ✉♥ ✜❧tr❡ ♠♦②❡♥♥❡✉r 3 × 3 s✉r ❧✬✐♠❛❣❡
ICIL ♥♦♥ ❝♦rr✐❣é❡ ❡t ♥♦♥ ❣♦♠♠é❡ ❡t ♣♦✉r ✉♥ t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ α = 0, 4 ❛♣rès ❛✈♦✐r
❛♣♣❧✐q✉é ✉♥ ✜❧tr❡ ♠♦②❡♥♥❡✉r 4× 4✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡
❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡st très ❢❛✐❜❧❡✳
■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ✜❧tr❡s s✉r ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ SC ✿
◆♦✉s ♠❡s✉r♦♥s ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✿
DH(SC(IMJ(J)), S(I))
❉❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t✱ Max r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡
DH(SC(IMI(I)), S(I)) ❡t Min r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡
DH(SC(IMJ(J)), S(I)) ♣♦✉r J 6= I✳
✶✶✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❊t✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✉ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉
α ✵✱✸ ✵✱✹
Max Min Max Min
❙❛♥s ✜❧tr❡ ✷✼ ✶✾ ✷✷ ✶✾
❋✐❧tr❡ ♠♦②❡♥♥❡✉r 3× 3 ✷✶ ✷✵ ✶✾ ✷✵
❋✐❧tr❡ ♠♦②❡♥♥❡✉r 4× 4 ✶✽ ✷✵ ✶✽ ✷✵
❋✐❧tr❡ ♠♦②❡♥♥❡✉r 5× 5 ✶✾ ✷✵ ✷✵ ✷✵
❋✐❧tr❡ ♠♦②❡♥♥❡✉r 6× 6 ✶✽ ✷✶ ✲ ✲
❋✐❧tr❡ ♠♦②❡♥♥❡✉r 7× 7 ✷✵ ✷✶ ✲ ✲
❋✐❧tr❡ ❣❛✉ss✐❡♥ 3× 3 ✷✸ ✶✾ ✷✶ ✶✼
❋✐❧tr❡ ❣❛✉ss✐❡♥ 4× 4 ✶✽ ✶✽ ✶✽ ✶✽
❋✐❧tr❡ ❣❛✉ss✐❡♥ 5× 5 ✷✸ ✶✾ ✶✾ ✶✼
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✽ ✕ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ✜❧tr❡s s✉r ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ SC ✳
▲❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ SC ❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛s
❞❡ ✜❣✉r❡s ✿ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❛♣rès ❛✈♦✐r ❛♣♣❧✐q✉é ✉♥ ✜❧tr❡ ♠♦②❡♥♥❡✉r ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
s✉♣ér✐❡✉r❡ à 4 × 4 ♣♦✉r ❧❡s t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ α = 0, 3 s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ❝♦rr✐❣é❡ ♣❛r
✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡ ♠❛✐s ♥♦♥ ❣♦♠♠é❡ IC✳ ❖♥ ♥♦t❡ q✉❡
❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ✜❧tr❡ ♠♦②❡♥♥❡✉r 4 × 4 ❡st ❛✉❣♠❡♥té ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t s❛♥s ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳
■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ✜❧tr❡s s✉r ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ SG ✿
◆♦✉s ♠❡s✉r♦♥s ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✿
d˜DIS(I, J) = DH(SG(IMJ(J)), S(I))
❉❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t✱ Max r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ d˜DIS(I, I) ❡t Min
r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ d˜DIS(I, J) ♣♦✉r J 6= I✳
α ✵✱✸ ✵✱✹
Max Min Max Min
❙❛♥s ✜❧tr❡ ✷✼ ✶✾ ✷✷ ✶✽
❋✐❧tr❡ ♠♦②❡♥♥❡✉r 3× 3 ✷✷ ✶✾ ✷✷ ✶✾
❋✐❧tr❡ ♠♦②❡♥♥❡✉r 4× 4 ✶✽ ✶✾ ✶✽ ✷✶
❋✐❧tr❡ ♠♦②❡♥♥❡✉r 5× 5 ✶✽ ✷✶ ✷✶ ✶✽
❋✐❧tr❡ ♠♦②❡♥♥❡✉r 6× 6 ✷✵ ✷✶ ✲ ✲
❋✐❧tr❡ ♠♦②❡♥♥❡✉r 7× 7 ✶✾ ✷✵ ✲ ✲
❋✐❧tr❡ ❣❛✉ss✐❡♥ 3× 3 ✷✶ ✶✽ ✷✸ ✶✼
❋✐❧tr❡ ❣❛✉ss✐❡♥ 4× 4 ✷✵ ✷✶ ✷✵ ✷✵
❋✐❧tr❡ ❣❛✉ss✐❡♥ 5× 5 ✷✶ ✶✽ ✷✸ ✶✼
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✾ ✕ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ✜❧tr❡s s✉r ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ SG✳
▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✸✾ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❝♦rr✐❣é❡ ❡t
❣♦♠♠é❡ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦✉♣❧❡s t②♣❡ ❞❡ ✜❧tr❡✲t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥✳ ❊♥
✺✳✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✶✶
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ α = 0, 3✱ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡
❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ♠❛rq✉é❡✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ✉♥ ✜❧tr❡ ♠♦②❡♥♥❡✉r 5 × 5✱ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡
❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ 3 ❜✐ts✳
▲❡s t❛❜❧❡❛✉① ♣ré❝é❞❡♥ts ♠♦♥tr❡♥t q✉✬✐❧ ❡st t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r
❞❡s ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s t②♣❡ ❞❡ ✜❧tr❡ ❡t t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♣rès
✜❧tr❛❣❡ ♠ê♠❡ s❛♥s ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡ ❡t s❛♥s ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥
❞❡ ❣♦♠♠❛❣❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ s❡♠❜❧❡ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ♥❡tt♦②❡r ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡s
❛♥♥❡❛✉① ❞❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ q✉❡ ❧❡ ❣♦♠♠❛❣❡ ❝❛r ♣♦✉r q✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ s♦✐t ♦♣t✐♠❛❧✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t
q✉❡ ❧❡s ❛♥♥❡❛✉① ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♥✬❛✐❡♥t ♣❛s s✉❜✐t ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❡t
❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡✱ ❝❛r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧❡ ❣♦♠♠❛❣❡ ✈❛ ❛✈♦✐r ✉♥
❡✛❡t ♦♣♣♦sé à ❝❡❧✉✐ ❡s❝♦♠♣té✱ ✐❧ ✈❛ ❛❥♦✉t❡r ❞❡s ❛♥♥❡❛✉①✳ ▲❡ ✜❧tr❛❣❡ ♥❡ ♣r❡♥❛♥t
♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❛♥♥❡❛✉① à ❡♥❧❡✈❡r ❡st ✐♥s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉① tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
❣é♦♠étr✐q✉❡s✳
✺✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré✱ ❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s✱ q✉❡
❧❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✸❉ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈ér✐✜❡r s♦♥ ❛✉t❤❡♥t✐❝✐té s❛♥s
r✐sq✉❡ ❞✬❡rr❡✉r ❣râ❝❡ à ✉♥ ❝❤♦✐① ❛♣♣r♦♣r✐é ❞✉ t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤♦❧♦❣r❛♠♠❡ ❡t
✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❣♦♠♠❛❣❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡
ré❡❧❧❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡✈✐❡♥t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❧❡s ❡ss❛✐s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sés ♠♦♥tr❡♥t
q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❡st à s❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐
❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❤♦❧♦❣r❛♠♠❡s ♥❡ ♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ✐❧ ♥✬❡♥ ❡st ♣❛s ❞❡
♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ s❝❛♥♥é❡✳ ▲✬❛❥♦✉t ❞❡ ❧✬❤♦❧♦❣r❛♠♠❡✱ ❞❡s
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛♣♣♦rté❡s ♣❛r ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡ ❡t ❧❡ ❣♦♠♠❛❣❡ ✐♠♣❛r❢❛✐t
❞❡ ❧✬❤♦❧♦❣r❛♠♠❡ ❢♦♥t q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ rés✉❧t❛♥t❡ ❡st ✐♥t❡r♣rété❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❤❛✲
❝❤❛❣❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ tr♦♣ é❧♦✐❣♥é❡ ❞❡ s♦♥ ✐♠❛❣❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ✉♥❡
❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ sé❝✉r✐té s✉✣s❛♥t❡✳ ❯♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❧✉s ✜♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡
❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ✉♥ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡ ❛♠é❧✐♦r❡r❛✐t
❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ❧❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣❛r ❤❛❝❤❛❣❡✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛✉tr❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡
❤❛❝❤❛❣❡ ❞❡♠❛♥❞❡r❛✐t ❛✉ss✐ à êtr❡ é✈❛❧✉é❡✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❯♥ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❡ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡ ❛ été ♣r♦♣♦sé✳ ■♥s♣✐ré ❞❡ ❧✬❤♦❧♦❣r❛♣❤✐❡
♥✉♠ér✐q✉❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡✱ ✐❧ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❡♥❝♦❞❡r ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡✱ tr❛♥s✲
❢♦r♠é❡ ✐❝✐ ❡♥ ✉♥ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ❢♦r♠❡s ❛✉q✉❡❧ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡✳
▲❛ ♠❛rq✉❡ ❞❡♥s❡ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ✐♥séré❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✭♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t✮ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ ❞❛♥s
❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬❛❝❝✉❡✐❧ ♣♦✉r ♥❡ ♣❛s ❣ê♥❡r ❧❛ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ❝♦♥t❡♥✉ ✭❡♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡
❧❡s tr❛✐ts ❞✉ ✈✐s❛❣❡✮✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❛✉t♦r✐s❡r ✉♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ✉❧tér✐❡✉r❡ ❞✉
❣✉✐❧❧♦❝❤é ❛♣♣❡❧é ❣✉✐❧❧♦❝❤é ❞❡ ❋r❡s♥❡❧✳
▲❡ ❝♦❞❛❣❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ré♣❛rt✐❡s s✉r ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❞✐s❝rèt❡ ✸❉ ❞♦♥t
❧❡s ♣❛s s♦♥t ❞é✜♥✐s ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♣♦✉✈♦✐r t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t rés♦✉❞r❡ ❧❡✉r ♣♦s✐t✐♦♥ à ❧❛
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✭♣♦✉r ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡✮ ❛ ♣❡r♠✐s ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ❞✬✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ ✶✻✵ ❜✐ts
s❡❧♦♥ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❤❛✉t❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✉ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ✈❡rs✐♦♥✱ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡s
❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❡st q✉❛s✐♠❡♥t sé♣❛ré ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬❛❝❝✉❡✐❧ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t ❛✐♥s✐ à ✉♥❡
❜♦♥♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ✭❞é❝♦❞❛❣❡✮ ❧♦rsq✉✬♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥ ❡t
❞❡ ❧❡❝t✉r❡ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ❤❛✉t❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ s♦♥t ❝♦♥s❡r✈é❡s✳
▼❛❧❣ré ❧❡ ❞♦✉❜❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ✭✜❧tr❛❣❡ ♠é❞✐❛♥ ♣✉✐s ♠♦②❡♥♥❡✉r✮ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
❤❛❝❤❛❣❡ ❝❤♦✐s✐ ✭✓ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❇ ✔ ❞❡ ▼✐❤ç❛❦✲❱❡♥❦❛t❡s❛♥✮✱ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t
❞❛♥s ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤é❡✳ ❈❡tt❡ ❡rr❡✉r r❡st❡ ❢❛✐❜❧❡✱ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡
✈♦✐s✐♥❡ ❞❡ 2%✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ s✐♠✉❧❡ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ét❛❧♦♥♥é✱ ❧❛ ❝❤❛î♥❡
❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡ ✉t✐❧✐sé❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ré❞✉✐t❡ ✭à 1%✮ ❡♥ ❝♦rr✐❣❡❛♥t ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡
❣r✐s s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ♠♦②❡♥♥❡ rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❧✬ét❛❧♦♥♥❛❣❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲
❧❡❝t✉r❡✱ ♣✉✐s ❡♥ ❣♦♠♠❛♥t ❧❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤é ✐✳❡✳ ❡♥ ❧❡ s♦✉str❛②❛♥t ✭❛♣rès ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✮ à ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤é❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❡♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
ré❡❧❧❡s✱ ❧✬❡rr❡✉r ❡st ❡♥✈✐r♦♥ ❞❡ 8%✱ ❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ♣r♦❞✉✐t❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛t✲
t❛q✉❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ t②♣❡ ❤♦♠♦t❤ét✐❡ ❞❡ r❛♣♣♦rt 0, 99 ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡
❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t êtr❡ ✐♠♣✉té ❛✉ r❡❝❛❧❛❣❡ ❞❡s ♣✐①❡❧s ❡t✴♦✉ ❧❛
❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❞❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s✱ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ✉♥ ❜r✉✐t ✈✐s✲à✲✈✐s ❞✉ ♠♦✲
❞è❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✭q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✮ ✉t✐❧✐sé ❧♦rs
❞❡ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ❡♥tr❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡
❞✬✉♥❡ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤é❡ ❡t ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ré❡❧ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡
à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❝❛s ♥✉♠ér✐q✉❡ ✭s❛♥s ✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡✮ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s ♠♦✲
❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❡♥ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ r♦t❛t✐♦♥✱ ❤♦♠♦t❤ét✐❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r✳ ■❧ ❡♥ ❡st
❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ❡♥tr❡ ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ❞❡ ❞❡✉①
♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤é❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❈❡❧❛ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ ❣♦♠♠❛❣❡ ❞❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❡
❋r❡s♥❡❧ ❡t ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s s❡❧♦♥ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ét❛❧♦♥♥é ❞❡ ❱✐❧❧à♥ ❡t ❛❧✳ ❞❡
❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t rés✐st❡r ❛✉① ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥s
❞✉❡s à ❧✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡✳
❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡s✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ♣❧✉s
❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t❡ s❡r❛✐t à ❝♦♥s✐❞ér❡r✱ ❧❡ ❝❛s é❝❤é❛♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛❞❛♣té ❛✉① ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s
❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é✳ ❉❛♥s ❧✬✐♠♠é❞✐❛t✱ ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✬❡r✲
r❡✉rs ♣♦✉rr❛ ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞✉ ❤❛❝❤❛❣❡ ❞❡ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡s ❣✉✐❧❧♦❝❤é❡s✳

❆♥♥❡①❡ ❆
Pr♦♣r✐étés ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ❛ ♣♦✉r ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✿
hz(x, y) =
1
jλz
ej
pi(x2+y2)
λz
❖♥ ♥♦t❡ hz s❛ ❢♦r♠❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t hz = ℜ(hz) s❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡✳
❉✬❛♣rès ❬❋♦✉r♥✐❡r ✷✵✵✸❪✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ❡st ✿
TFu,v(hz) = e
jpiλz(u2+v2)
❯♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ❢❛✐t❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés r❡♠❛rq✉❛❜❧❡s
❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ❡t s♦♥ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❧✉♠✐èr❡ ❬❉❡♥✐s ✷✵✵✻❪✳
Pr♦♣r✐été ❞❡ ❞✉❛❧✐té
✲ ❝❛s ❝♦♠♣❧❡①❡ ✿
▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ z ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡
❋r❡s♥❡❧ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ −z ✿
hz ∗ h∗z = hz ∗ h−z = δ
❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡①♣r✐♠❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ r❡t♦✉r ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡✳
✲ ❝❛s ré❡❧ ✿
hz ∗ h−z = 1
2
δ +
1
2
h2z
Pr♦♣r✐été ❞✬❛❞❞✐t✐✈✐té
✲ ❝❛s ❝♦♠♣❧❡①❡ ✿
▲❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s z1 ❡t z2 ♣❡✉t s❡ s✐♠✲
♣❧✐✜❡r ❡♥ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ (z1 + z2) ✿
hz1 ∗ hz2 = hz1+z2
✶✶✻ ❆♥♥❡①❡ ❆✳ Pr♦♣r✐étés ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧
❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ tr❛❞✉✐t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❍✉②❣❡♥s✲❋r❡s♥❡❧
♦ù ❧❛ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ z1 + z2 ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡
z2 ❡♥tr❡ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞✬♦♥❞❡s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s s♣❤ér✐q✉❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✉ ❢r♦♥t ❞❡ ❧✬♦♥❞❡
❞✐✛r❛❝té❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ s✐t✉é ❡♥ z = z1✳
✲ ❝❛s ré❡❧ ✿
hz1 ∗ hz2 = hz1+z2 + hz1−z2
❖♥ ✈♦✐t ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❥✉♠❡❧❧❡✳
❊❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡
▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ❧❛✐ss❡ ✐♥❝❤❛♥❣é❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ✿
hz(x, y) ∗A0 = A0
❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ ♦♥❞❡ ♣❧❛♥❡ ❣❛r❞❡
s♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t r❡st❡ ♣❧❛♥❡ ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳
▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ♣rés❡♥té❡s ✐❝✐ ♥❡ s♦♥t ✈❛❧❛❜❧❡s q✉❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s t❤é♦r✐q✉❡ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ❛♥❛❧♦❣✐q✉❡ ✭♥♦♥ q✉❛♥t✐✜é ❡t ♥♦♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é✮
❞é✜♥✐ s✉r ✉♥ s✉♣♣♦rt ♥♦♥ ❜♦r♥é✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♣♦✉r ✉♥ s✐❣♥❛❧ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ s✉♣♣♦rt
❜♦r♥é ❝❡s r❡❧❛t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t q✉✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ✈ér✐✜é❡s ❬❑r❡✐s ✶✾✾✻❪✳
❆♥♥❡①❡ ❇
❇❛♥q✉❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ✉t✐❧✐sé❡
❇❛♥q✉❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ✉t✐❧✐sé❡
❋✐❣✉r❡ ❇✳✶ ✕ ❇❛s❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ✸✵ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡s ❞✬✐❞❡♥t✐té
❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❞❡ t❛✐❧❧❡ 512× 512 ♣✐①❡❧s✳
✶✶✽ ❆♥♥❡①❡ ❇✳ ❇❛♥q✉❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ✉t✐❧✐sé❡
❇❛s❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ♠❛rq✉é❡s ❛✈❡❝ ✉♥ t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡
0, 3 ❛♣rès ✐♠♣r❡ss✐♦♥ ❡t ♥✉♠ér✐s❛t✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ❇✳✷ ✕ ❇❛s❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ♠❛rq✉é❡s ❛✈❡❝ ✉♥ t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡
0, 3 ❛♣rès ✐♠♣r❡ss✐♦♥ ❡t ♥✉♠ér✐s❛t✐♦♥✳
✶✶✾
❇❛s❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ♠❛rq✉é❡s ❛✈❡❝ ✉♥ t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡
0, 4 ❛♣rès ✐♠♣r❡ss✐♦♥ ❡t ♥✉♠ér✐s❛t✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ❇✳✸ ✕ ❇❛s❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ♠❛rq✉é❡s ❛✈❡❝ ✉♥ t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡
0, 4 ❛♣rès ✐♠♣r❡ss✐♦♥ ❡t ♥✉♠ér✐s❛t✐♦♥✳
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❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳❤❡s✐t✳❜❡✴✜❧❡s✴✐♥❢♦✴✷✴✶✶✼✾✷✹✷✻✹✷✲❙❝❛♥♥❡rs✳♣❞❢✱ ✷✵✵✼✳ ✭❈✐té ❡♥
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r♦❜✉st❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✭♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼✐❤ç❛❦ ❡t ❱❡♥❦❛t❡s❛♥✮✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ♣❡✉t
♣❡r♠❡ttr❡ ❧✬❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❧❡
❝❛s é❝❤é❛♥t ❛♣rès ✐♠♣r❡ss✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥tr❛✐♥t ❧❡ ❤❛❝❤❛❣❡ à êtr❡ r♦❜✉st❡ ❛✉
❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡✳ ▲❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❡st ❝♦❞é❡ ❡♥ ✉♥ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ❢♦r♠❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ❢❛✐t ✈✐rt✉❡❧❧❡♠❡♥t
❞✐✛r❛❝t❡r ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ❧❛ ♠❛rq✉❡ à ✐♥sér❡r ✭❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞✐t❡s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧✮ ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡
♦r✐❣✐♥❛❧❡✳ ■♠❛❣❡ ❞❡♥s❡✱ ❝❡tt❡ ♠❛rq✉❡ ❡st ✐♥séré❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣❡✉ ✈♦✐r❡ ♥♦♥ ✈✐s✐❜❧❡
❛✜♥ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❣ê♥❡r ❧❛ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡ ❧❛ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡ ♠❛✐s ❞❡ ❢❛ç♦♥
à ♣♦✉✈♦✐r ✉❧tér✐❡✉r❡♠❡♥t ❧✐r❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❡♥❝♦❞é❡ ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❡r à ❧❛
s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡ à ✈ér✐✜❡r✳ ▲✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡ r❡♥❞ ❧❛ tâ❝❤❡ ♣❧✉s
❞✐✣❝✐❧❡✳ ▲❡ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ❡t ❧✬❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ s♦♥t t❡stés s✉r ✉♥❡
❜❛♥q✉❡ ✭ré❞✉✐t❡✮ ❞✬✐♠❛❣❡s✳
▼♦ts ❝❧és ✿ ●✉✐❧❧♦❝❤❡✱ ❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❤❛❝❤❛❣❡ r♦❜✉st❡ ❞✬✐♠❛❣❡✱ ❤♦❧♦❣r❛✲
♣❤✐❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣r❡ss✐♦♥✲❧❡❝t✉r❡✳
❆❜str❛❝t ✿ ❚❤✐s ✇♦r❦ ❛✐♠s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♥❡✇ t②♣❡ ♦❢ ❣✉✐❧❧♦❝❤é ♣❛tt❡r♥ t♦ ❜❡
✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ ❛ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤ ✭❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡✮✱ ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ ✐♥✲❧✐♥❡ ❞✐❣✐t❛❧ ❤♦❧♦❣r❛♣❤② ❛♥❞
❛❜❧❡ t♦ ❡♥❝♦❞❡ ❛♥ ✐♠❛❣❡ r♦❜✉st ❤❛s❤ ✈❛❧✉❡ ✭♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼✐❤ç❛❦ ❡t ❱❡♥❦❛t❡s❛♥✮✳
❙✉❝❤ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡
❣✉✐❧❧♦❝❤é ♣❛tt❡r♥ ✐♥ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② ✐♥ t❤❡ ♣r✐♥t ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤✐s
❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♠❛❣❡ ❤❛s❤✐♥❣ t♦ ❜❡ r♦❜✉st t♦ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡✳ ❚❤❡ ❤❛s❤ ✈❛❧✉❡ ✐s
❡♥❝♦❞❡❞ ❛s ❛ ❝❧♦✉❞ ♦❢ s❤❛♣❡s t❤❛t ✈✐rt✉❛❧❧② ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ✓ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ✔ ♣❛tt❡r♥ t♦
❜❡ ✐♥s❡rt❡❞ ❛s ❛ ♠❛r❦ ✭♥❛♠❡❞ ✓ ❣✉✐❧❧♦❝❤❡s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✔✮ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡
✐♠❛❣❡ ✐♥s❡rt✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛ tr❛❞❡ ♦✛ ✿ t❤❡ ❤✐❣❤✲❞❡♥s✐t② ♠❛r❦ s❤♦✉❧❞ ❜❡ q✉✐t❡ ♦r
❡✈❡♥ ♥♦t ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❛♥② ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡
❝♦♥t❡♥t ❜✉t ❞❡t❡❝t❛❜❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❞❡❝♦❞❡❞ ❤❛s❤ t♦ t❤❡
❤❛s❤ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✳ Pr✐♥t ❛♥❞ s❝❛♥ ♠❛❦❡s t❤❡ t❛s❦ ❤❛r❞❡r✳ ❇♦t❤ t❤❡
❋r❡s♥❡❧ ❣✉✐❧❧♦❝❤❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ❛r❡ t❡st❡❞ ♦♥ ❛ ✭r❡❞✉❝❡❞✮
✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳
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